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CAPITOLO I. 

pel metodo de' limili , 
107. 

G'u 



Io, e quelli del circoscritto . Se il numero de' tali del polieo- 
DO n accresce , la diflcrcnia dell' area del cerchio , e de' po- 
ligoni diventerà sempre minore ; e se si potesse nella serie di 
questi poligoni trovar li misuri di quello , che si accosta il 
circolo in modo , che la differenti sia minore di qualunque 
dati, si avrebbe la quidratura del cerchio . Questi ù la vii, 
che ha tenuta il primo Archimede per misurate il cerchio! ma 
sfortuna «mente né Egli, uè gli altri Geometri , che soo ve- 
nuti dopa di Lui, lisv.no frano crrup ervi , ed hanno dovu- 
to contentarsi ili uu' spot u'sHnar.ione pili o meno grande . Con 
più felice successo valendoti Archimede di un discorso appog- 
p ine n: :;ier!si:i:ii f iiirr'ipi £Ìn;i:; a -.'r-nrate esattamente 1 atea 
della Parabola . Questo metodo e quello che si chiama il mero- 

sono il fondamento del Calcolo differendole , come Ira poco 



: eguagliaMo 



esattamente. Allorché noi diciamo , che i 
Serie -~-h— '^ -i-ec. continuata air infinito , ciù 
lignifica che, quanti più termini prenderemo da questi Serie, 
Unto più ci accosteremo ali' uniti , scoia però mai filili usivi ; 
e perciò 1' uniti e il limite di quelli Serie continuila ali' infi- 
nito. Alcune volte le quantità, che crescono o diminuisco- 
no, non sono ristrette (ra certi contini, mi vanno crescendo 
all'infinito, 0 diminuiscono fino al zero , senza perù mai di- 
ventare ni infinite ni lete, come sarebbero per esempio f a- 
«atoto dell' Iperbola , e l'applicata ili' asintoto . Quindi V idei , 
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ti limile , a! quale vanno ac tostandosi le gnaulili 
o crescenti, sema inai giungervi. 
Se le due quantici A, B san limili della medesima quan- 
tità X , sarà A— B ; poiché te tra A e B vi fosse qualche 
differenta , la quantità X non potrebbe accostarsi ad A o a B 
più da vicino di questa rjirtetcnia , lo che è conno la noiia- 

Per darne un' esempio, nel cerchio (Fij. i ) del raggio 
AC=a sii iscritto «ti poligono regolare di n lati , uno de' 

Sa" CP, che incontri il cerchio" in M.lil ']IIP=y^ L'a- 
rea del triangolo iCJè=-(a-,), e I' area intera del poli- 
gono iscritto satà =— fa'— oy). Quanto più diminuisce y, 
cioè quanta più cresce il numero de' lati del poligono , Canto 
più quella quantità '^(a'—ùy) si accosta ad essere eguale ad 
a'p , se s' indica pei p il rapporto della periferia al diametro; 
e perciò la seconda quantità è limite delta prima . Ma' I" are» 
del cerchio e anch' essa limite di quella de' poligoni iscritti ; 
dunque I' area del cerchio è =n'/>i cioè è eguale ad un 
triangolo rettangolo, che abbia la periferia per base, e per 
alleila il raggio del cìrcolo. 

Dalla defioitìooe del limite segue ancora , che se due 
quantità X ed T nel loro crescete o diminuite conservano 
sempre la medesima ragione ili m : n , questa sari pure la ra- 
gione de' loro limiti A e B . Infatti ^ sari il limile della ra- 



veto, se fusse assegnabile li niflettìii» tri -~ ed — , cioè ni 
la quintili, ed il di lei limite. 

Sia- descritto sul diametro AB— -sa ( Fìej. 1.) il iemicer- 
■Aio AMB, e sull'asse i' EHUse A NÒ , di cui l'alito 

sii — ;.*>. Sii :stri;:o r.cl Cr-r:!-.n iv.i volano, del quale 
un lato sìa .SM/', e dai punii M, ed W lùaie le perpendi- 
colari MP , jt/'P' sul diaiv.L-.TO . che i rito il trillo :TII;!ii: ns 
fumi N .eA A", sia la rem A'.V ira laio dì nn cui rispondente 
poligono iscritte, nulla M!!^ . Ora rei li ii«[-.kù &S. usid.h 
c de:!' [-::ljT C l>: ,^7>: A ,'--- i> 7':. Yi>'=, ; .- /> : ,|:: m Ji -ari 

7— XW : — — — >..PP—a:l>, eroe- il trapeli» 

MPFSr ai trapezio ATT 1 'A" n el rappotto di n :b, e nel me- 
desimo rapporto saran nt. le somme de' rifinivi irapcij nel cer- 
chio c nella Llli«c . l'elianto <ri:.lii"-;i.c V .:--na isc-irio llil 
torchio sii al to:iLj[KH..(::ii-.j p. -l :.->!■.» l;ii--.ì i lidi" Elt^o, co- 
me il diametro <!■;! rcij-.h ci!' a- se dell' I ..-et e-sicco- 
lue il cetcliio e l'E'lisse sono i lir.iiri dì queti p«!ig.-i:ii , sia- 
li 1' area del cerchio a quella dell' Ellisse nel incdcs imo rap- 
porto de' due uà.., 

CAPITOLO II, 



S IA 11 una funiione qualunque di * , la quale diventi y , 
le invece di X vi si pone x*-*, la quantità y — J i ciò , che 
sì chiama differenza fnìia di 3 . Questa dilTcrcma si suol de- 
notare col segno A posto avanti alla vallatile y, in modo che 
Hy i =y'~y : cosi pure ìj*=* rappresenta la quantità , di cui 



si accresce la variabile x. Se A* è Dna inumili costume, le 
differente, che ne nascono, si dicotili cimami; mi se' "wi è 
■..:ia ùiiivìohc di x, le differenre si chiamano variabili. Si 05. 
stivi per riguardo -alla 'caratteristica A, che di" significa la 

x" hanno convenuro i Geomerri d'iscrivere cosi, ù,.x". r, 
Per trovare aduniate la liilie-ciiri 1 . 11 1 1 ;i ni q-.isl in.;:-; 

clie. ne res;;!la si sciinuga h fu ivi itili e pmp.os.ta, eli il icìÌJuo 
sarà la dilTercitu cercala . Sia fer esempio y=x" , e ponendo 
aw-ù* in luogo di x avremo 



Sia B=B+-Ì x+car iiiSjfea aM-W*-*- jexù aM-efl .t", 

e by=ibi— jfirj&w— eil*' . 

e svolta questa fraiior.e iti Serie 

Se J=v'i, avremo ■/=<. [at.'.v), o-de ij=v / (aM-dii-V'*, 
e svolgendo in serie il radicale v'(*-4-4x), ,■*,.' 



Sii j=a*; avremo j , =r > - r ' l " il *, e £.j'=«* . 




Il metodo è l'istesso per le lumicini di più variabili. 
Sia infatti i funzione delle variabili i , y , ec. ; ponendo in essa 
jc-t-ùjr , jn-c-g , ec. in luogo dì x,y, et. a vie no un' altra fun- 
jione :',t j'— ^ sari la differenti cercata di s. Cosi, se 
per esempio j =m-*y ^-crt-e j:J' , avremo 

t-atHy+~ ejii-i -e&x&f, 




la Riunita ùz, t chiaro- che e* 
jt—Ai'^ b^f-ìi'i-^ . La differenv 
Ai si chiama diffirenia seconda della variabile; 
.are col segno A',; onde S a,à £>**=**•-. 
ù'f=H7"-*z\ A l T " S s6**~-4s", et Simi 
. , ■■ - — _ . ■ ,j=ù-„y. : e qur=. a se 

;:a!j : .[L 7, c j' Indici tol segno ù ! = . Nella medesima guisa si 
troveranno le diftereme degli ordini superiori, che s' indich:- 

Sia T ima funzione di x, y, ec., e scabbia la sua dìf- 
ferenia, finii» ; qucsia conterrà le variabili x,y, te, e le Jc, 



z Funghiamo nella primi x+-Hx in luogo di x , y-t-iy in 
luogo di y, ce, ùx*-&'x in luogo di tot, by-t-à'y in luo- 
go di ay, ce,; avremo un' dira quantità , dilla quale sot- 
tratta la prima , il icsiduo sarà la diflereiuii «mnds cìmu : e 
1' Ì5K550 metodo si uscii pei ottenere le differenia superiori. 
Eia rei esempio ;=ai'-(— *j avremo in primo luog» 

Ifii- : adesso sostituendo ad *l e fi(f*-a**B 
0.vAX4- 3 h Ay'-t-iar A ' .1-1-43 ùxa * j-*: 

' -i- i ori ' js-4aù *n 'n ■ oi ' ** ■ 
oid ine della quantità 7 si 
ddic riunioni s, - P s", ec. 

A'^Y— i'issn™— )l"+-31— =. 



? " , =i'^-ùa"=z+-)iiE4-3ù'i|-l-fi , 3, 



Data una funiione ^ facilmente sempre trovarsi la 

di lei difierema ; ma oliremodo difficile è il problema inverso , 
in cui data la differenia si cerei li funzione * . La quanti» 
s in questo oso si chiama somma o integrale fililo, e sì de- 



1 



-lillà , In modo che si 



E' chiaro in generala, che qualunque ! 
la sommi di aàz , ove a i costarne, 6 — 

Abbiamo veduto" che b.x ~nx ùx-i — - 



unqiia (w*:^'*^T-f^*5^y*"'?a^H.(c>J=jr'. Quii 



■Cori e.sendo al4*;=loÉ-C>+~'),s«iSlog{i+^)=l<ig 

?* di Q *,.,O..COSl|l[= o ■..■i J ]:,^ ; p^'^'-O ' = J«i" = .f'" 

aerare i! casa pia comi . croi ni fó in ci» BiBrenii 
suppone cpnaiueV ed eguale ad a . SarJ dunqhe in quesia ir: 



ti inlJrt— «*Si=x* , e Tx—- — .Cosi pure 

quindi S.i'= ^ c "* slessa man ' erl 

v, Si si sDitiluiscono i valori liuovati, ne riescirà 
x'~ 1 Funghiamo io gensrale 



+. C(n-i)ij: n *-i-ec. 

Quindi sarà J f=p-^-— , e gli ahi! coefKdemi si delennineran- 
no, come "S™^ ^ 



Onde se 11 differenia proposta, sarà una funzione razionale ■ 
teia di la somma per meno di quesie Ib'rmule porri se 
pie oiienersi. Si debba per esempio no Val la sommi de 
7-rao //. 9 



ijuantiià ai' -t—cx4—e : sarà 

..««■* at' | auc' ii' | 6*x 

2.c;e= — — — onde E(a*'-t— J**-t-«4-e) 

Se la fumi.mc propoMa sili il prudono di più faliori.i 
q-.uli '.iiiM in iTO;; t -s:Ì3i:o J i L'a , e vadano crescendo del- 
la i'.ìjTl'iui-.iì! N'iii.i ilul priiv.o tergine, [a somma polià liovar- 
si in un modo più spedilo. Sia infili! 

>/—- [:»\— n;(mj:+— a+-ma)im.v-t— ^mx-t-aA-nma.)f 

sari A J =( ra * + . a+ - m „Xa ; t4-04-i»i.) . . . . {mrt-a**+l.m*) 

— (ni.vf-oXmJ!-f-«+-m<t) (mx^-flt-nm:.^ óoè 

i';=(nj-:-[ i-r3j) : -ij!iìì.(hm- ì-o-' ai-i.rfl.'.-m.v-«| 

=(|H— l))JIj[«i--ì— o-i— ma) (w.v-t— ni— iiraj) . Dunque. 

ai— PTii)fm.v+-fl+— irai) .... (bum- si— nmaj 

= Cgg-g»^«4-~i <■».-.») doi 

• ■.;:v.na c.^:r.!c .-/[j ^ilii.'nivia 3'.cr:^Ui:- risi favore, che pic- 
mini della sommi moltiplicalo' per nw. Cnsl 5ar a 



ljiM4-fl)(iiiJH-fl-r-jft;0 (m.v — 



Passiamo adesso a veder l'uso della fontina espcsia net- 
la Teoria delle strie. Sia y una fiiniione di x; se in essa in 

io che ne nascano le quintili 

; Stt-fri::::::",: 

. itili si dice che (bimano un» serie, detta quale il 
(t generait è y . 1 numeri i , i , 3 , te- posti sopri i 
lermini si chiamano india dei medesimi , ed esprimono qual 

soiloposio. Due qucsiior.i si vL'Ii'iH:) r»:itip;ila-.sme paratie 
riguardo alle serie: ti prima è di trovare il tirali™ generate 
quando i incognito , la seconda duo II termine generale di 



«ss 5: pntiptio te ditTerei 
, cioè 4, i' , b", ec, , e sono ancori le difleren- 
(ie'iermini di questa secondi serie b ,b', b" , ec. , 



« i'=ia- c , t=IH-d, f=<f-r-e,«. 

a" =f+-i'=a+-iòi-c, b"=6i-ic-t-d, c"=e-t-5(i-r-e, ec 

a"'=a"-t—ò-"=aì— jc-i— rf, '=*-*— jt-t—jJ-i— e, ce. 

Q?*=t{"-i — fV"--£H — 4Ì-H-6C-T— — c , ec. 

Quindi si vede chiaramente che sarà 



Sia. data pcrcsempio la Serie 8 P f 

della quale si ceiehi il termine generile' Le serio delle difEe- 



iOmina , che noi chijinc- 



*H — o a =3404— 64-1— 1/ • 

' '-1— a"= 5 a -I— i a A-s- 1 oe-l- 5 rf-v— ? 



£ffeiai^e infimlamtitte phcolt del jiìm" ordine, ilìjjirtnyare 
significa trovare il valore della fiaiione ^ , cioè quelli quan- 

liii ^lalsjche ^=-*- 

Quindi { «videnie, che par .dilftremiare uni funzione qua- 
lunque y della variabile r, non si ha da fare alito che cer- 
c-j:nc ii nilFeicrjia liniu, nella quale trascurate tulle le polen- 
te superiori di Ax , quello che rimane ci darà il diflereniialc 

11:110 li; il i:siiini il diiTeremiire qualunque funzione, come lo 
mostrano i molli esemp] seguenti- 

La differenia finita del logaritmo di 1 ha la forma (106) 
., Hi ir' fi* 1 . ,. , rflog.i r 

c.ìagx= r -i j- — ec. ; quindi sari —~—=— , 

cioè d.log.x= — . Onde se y=x" , prendendo i logaritmi »- 

Tiemo log.y=raloE*, e diftercniiando ~~~t ™' 

dg=dJt M 'rfi. Se avremo .)=—=* facend» 




£V/=?I " dx=£dxtyx P e se f e negativi, a- 



Vlemo *_i_-^_£.__± —.Cosi per esempio 
JV*' 4V* 1 

Se y=a/M-i ? -M7r+- ec, ove o,i , e, ce. «ino quantilì co 
sunti ,0 /J , 7 , r ,cc.ii-.[]j ;jiiì di.v, sii-, tly=a,lp-rbdip-cdT+- ec. 
onde so sapremo diflérentìirt le faoiioni r, tc ., avremo Eri 
sterne il valore di rfy. Sjj | e-sanif .(>.; -T«-i-ix+-CSf V«'+/** 



^J» cJ.v iato 

■^iVa"**' ), *" i, ■ 

Sop e un» funiionc di x, dell» quale ti sappili] diffe- 
renible , si avrà ancora quello di p" , che sari eguale ad 
tip àp. Se peresempioji=(a+-.c) , sari iJy=n(a-(-j) n "'iJi; 

■"■và-"'- - » - ' ■ "" - 

JV™ //. C 



3^W> \ V( '^ X+V<0 '' 



_ — lfn- J 1^^:v'^fl^— OTbf— dxjtf- 
! &:W(a*-*")J* [«W(o'— »')]V( 
dunque sostituendo questi valori avremo 

3 rfi[>-V(a'-:r ');) 



"("V(W) *W(flV**)) 
Se 0 e g sono due funzioni di * , le quali si lappiino 
•ìiflereniiare , si poni antera diSereniiaic li quantità y—pq. 
Infuni prendendo i logaritmi avremo Iog.}'=log.fH-Iog.j, s 

difFereniiando dot dj/=qdp-t-pdq . Nella ii«f» 

miniera si troveil d.pqr=pqdr-t-prdq*-qrdp , 
if.pqri—pqrdi-t-pqsdu-pTidq-i-qrsdp. Sii per esempio 

y=«Y{a'-#'), «vtemo &/=dx>JW-* % )-^^f^0^i 



sfa y=i(a"-t-x I )v'(a' 

Siano p e q come sopra , ed y=£ ; avremo pendendo 
Ì]oeaiÌnnìIog.y=log.p-!og. ? , e diB-cttiiiijndo^=^— ^ , 
^ -y=f ?» per ese-Jo • 




denti, e siccome abbiamo pi veduto essere rf.lo f 
«remo Ji^*= ^log., , rf. bgV =2j£gV , ed in gene- 
rile rfSgV=^Ìò' B 77'" 1 . Sia adesso 9—ìog.hg.x ; rìcend» 



ii , essendo p e 7 funzioni di 1 , e prendendo i logarit- 
rni avremo jlog.p=tog.ji , e quindi diflerem Lindo 
*=f/}bEp+-^, cioè éj—d.p l =p ! rfalog.p-t-jD ? r eJ>, Se 

d.n'=a ? rf}]o g .n ; e se per e indichiamo quel numero che ha 
per logaritmo iperbolico 1' unirà , avremo d.e^—e'dq .Si porran- 
no quindi facilmente diflcieniiare anche le formule cspoucroiili 

più complicate. Infarti, se y=e e , facendo c x —p avremo 

* * t* x 

d.e^=e F dp—c e -e x ili , e cosi pure -Le' =e e .e' ■e'dx '• 

Sia , ove p, 9, ed r tono fuiuloni di ficepd» 

5*=j avremo d)=pT(^'log^-ay'i — 'o^i ; ma 
é^=q' dr\a%.q-t-Tii dq , dunque 
j/=//(*l. s .,Xlo,.,**«H- *) . 

Le difreremiali delle funiioni trascendenti nate dal cerj 
ihio ti troveranno nel modo seguente . Abbiamo ( 10S) 



pie rf.5en.t=dicos.A-, e nella medesimi maniera 
'.col x=— dssesLX. Le altre fùnrJoni di cerchio ! 
o tutte per meno de' seni e de' eoseal , dunque 



i.t.' . .1: k r.d . . ] ■ un ! ..■ 

Per ben comprenderne li natura si osservi , che la differeuia 
ieconda della funiione y è sempre cosi espressi ; 

à'y=Ai.x t ^Bt-*x-^Càx i *-I)ù,xti.''xt-Etìx'+- ec 
onde si deduce 

-4=J-i-B-4^CLx^-J)ùs—,-l-Eùx'-<- ec. 

"t ùx 




liane, che il primo dalli quantità finita. E r<i:U-, r^-;iifo 
'J~mn , abbiamo dy=mda+ndm, se sarà i-,=pdx, (iremo 
d y=;dpdx+-pd x . E ristesse si dica dei differemiali ceni, 



quarti, ec. 

Nel prendere i difte.eniiali di sccond' ordine , e degli or- 
■imi superiori si suole assumere par costante il differetnule di 
qualche fusione: qnesu supposizione , siccome rende eguale 
a Mio il d.lfcreniiale se:ondo della medesima funiione , cosi 
serve a dare una espressione p :..ì w.„v KS ai diiTereniiali su- 
periori . Noi inerbandoti a uairiro in seguilo questa materia 
con rutta l'estensione, cercheremo intinto i diflereniiali degli 



CAPITOLO IV. 

" Dei differendoli àtllc pacioni dì più loiinìi/i . 



S E ; e un» filini 

-hGokùih-Ì 
s quindi 

<;>g=.M £-<£-•- 



/jiic deli variabili u, ec. , avrc 

e;=^ii-k-^?.ivi-CiB+- se. ■HDùiV.B&*(yi+-.Fajr" 
-t-Cii-£iu-i-.fl.yiìu+-/iii<'-i- ec. , 
e quindi 



•f-Gilii-*-J7ùy— -t-/£u— +• ec 
h qUnT equiiioM esprime la relazione die hanno Ha ioro le 
quantità |3 , ?| , £5, ec. Le diBelcnu to, , £u, ec. va- 
dano continuamente diminuendo , e i'eqiiaiionc (a) andeti, 
sempre approsiinandou a diventare 

Usiamo la caraneristica J in luogo di a per esprimere il li- 
mile , al quale vanno accostandosi le quantità ^ , ~- , ce , 

e d\=4dx-f-Bdyl-Cdu+- ec. , e quesio si chiama il difleren- 
aiale di T . 

Siccome nel Calcolo i[ L -!!c <!i:T:t.t,:ì niiite.cnsl nel Dtf- 
feremialc le funzioni di pili variabili ri diìFercniiano nella me- 
desima maniera , che le funzioni dì una sola variabile. Ma 



che egli avrà sempre la forma d^=Adm-Bdi-t-da+- ec. Ades- 
so , sa [ulte le variabili fuorché la i- si supponessero costan- 
ti, essendo rfy=a, rf»— o. ec, farebbe iif=A/ii cosi pare 
sftebbe d^=Bdy , o rfp=fliu , et. , se tutte le varitbili fuor- 
ché la-y, o la u , ec. 51 supponessero costami. Quindi li ri- 
cava questa regola per differirai are le funiioni di più varia- 
bili. Si prendi successivamente il diffeieniiale della filimene 
per rapporto a ciascuni, variabile suppone rune te altre coslan-. 

difTsreniiale cercalo. !.'isres=a redola può usarsi anche jet l;ìi- 
fèrentiire le funiioni di una sola variabile , quando sono mol- 
to complicate . Sì prendano i diffcremiali di ciascuna parte del- 
la funiioné, supposta questa variabile, e Iurte le altre pani en- 
fiatiti, e la somma di queste palliali diflerenie sarà l' intero 
diftermiriale della fnuiione . 




zi adesso posti y sola variabile, e si ani 
<f{x+-dr ,y+-dy}— «?(n-'.' , V'! i ',-l-Jji)+-rr(ir,ji}. Ora vi- 

ceversa difTercriiiamo la fustione p£*,Jr) supponendo variabi- 
le la sola J, ed avremo if(x,_yi-di/)— qfir, y), che adesso 
fliffereniiata nella ipotesi della soia jc variabile ci darà 
fOet-dx, y4-rfy)— f(*,yWy)— q(x-t-dx, j)J-t>(i , y) , cioè il 



:!>;i Mij-juj'.iiiciiie ili y coMaiiro. (Jmc^ì 
ogn, perché la qumiiià Adu-Bdy sii 
funiione z, o carne si luol dire, per- 



. Egli per d< 



e del segno (jj^J*"» e Msl *W segno 
! flrfjr. Quindi^ don significa die il 
_ . :io unir ipotesi di x soli variabile , e di- 
viso per dx; le parentesi servono per distinguere questa dif- 
o ^ , il quale esprime il dine- 

reoihle di j preso in ti 
ne di alcuna variabile si 
tondo questa miniera di scrivere il 

mei* coil; ' ^ ^ = ^~) l ' 1 '" t ~(^) ,i .> , . ove i.« ln » n i 

^jdy si chiamano diflerenie parziali. Neil' isiesso modo 

volle udla sajr 

posmone di x sola variabile, e diviso per dx' ; il segni 
significa, il doppio dinereniìale di \ preso prima neir 
ipotesi iella sola % variabile, poi delia sola y, e diviso per 



(■^)=(^j ■ Dunque acciò U difleremiale 




«unno le coadiiiotii r c: ! - differenziali di un piti gran nu- 
mero di variabili . 

Olire le condiuoni precedenti, che appartengono ai dif- 

gna di osservatone, chù o-mpet; ai d ite re tizia li delle funiio- 




A=« n ^rf(4-ar fl odii- ec. +-«P.v" J,;.,-.Ma siccome 

4ì=Adx4-Btdx+-Bx<liì-(:><lx\ f.ijj-,- ce. Quindi, dovendo 
questi due valori di </{ essere identici , avremo 



.*+-.*M-c>t- ec. =ni>* n '=^, cioè ÀxA-Bj*-Caf te. , 
=rj£. Dunque i differenziali delle funzioni omogenee hanno 
questi proprietà , che se invece di dr , i!y , da , ce, vi si sosti- 
tuiscono tespcttivjrccnic lo .;ir.[-ii:j .v , y, ti, ec, ne nasce irncl- 
'1j medesima funzione moltiplicata pel numero che «prime la 
sua dimensione , della quale si ha il di Rete mia le. Questa pro- 
prietà si può enunciare cosi: se i e una fiumane omogenea di 
Ti dimeraìoni, niMp jg^^jj+^g^ ce. = flT . 
E se ì 4 una JuHiion? di nessuna il ùucrs io ri e , cioi se n=o, 



«— ' •*■*«• -(£mS'*<23 - «• — ' 

uhi funiione omogenea di n dimensioni delle variabili x,y, u,ec. 
«.»!■ 

Finóra abbiamo pillato delle condizioni , alle quali devo- 
no soddisfare le 'diflcremiali esatre del prim' ordine ; pssiamo 
adesso a cercar più pcii^Jnicirc le conducili, che devono 

jvc ki- i; - ■ pirtilJ I-.IÌMI.-I.L .lì il.::.!'ì[:<j'.L.: , c di 

qualunque numero di variabili sia una dlfFsrenuale csaiia-Sia 
}..:r,.--.:c !./-■ r.yj (l.liiMn:^!; di -,:lì nr.J-.Hi qualunque di una 
funzione dello variabili x,y, u, et, risila quale dx sia siala 

supposta cosiar.ic: uo'-\o Jj =piix , dp^qdx rfr=/(rV; 

éiszp'dx , dp'=q'dx ...... ds'—i'dx ; ec. , si riduni la quan- 

litl i ni -:sser funiione delle qitaiititì x , y, a, ec.p ,q i, I , 

p , a , .... I ,1 ,tc. Sia ; quella funiione di un ordine in- 
feriore , che ha ter dùTetemiale 0dx, e sari ^ una fnmioni 
delle variabili x ,y , », ec p , J, f . p' .J , ec. A- 



noè 



■i-N , du+Pd l ,'+-(Jdti' .... *-TM 

Kl)KS)K^)*(SHf>--fc|>- 



"=[S-f,0H=[f->M0] 

Se & è solamente fumi™ di e p, non etiirei 

' - <•;;«»"• "=i'\%l ■ h"-k'iìl- ■ 

rìif— — =o. Se g è funiione iì x,y,p,.eq, non en 

^ +-^?— ™ . Ceneulmenie , essendo £ uni fumio» 
di un ordine qualunque, e compi en derido lui numero qiului 
que di variabili, sari 

JV-— — et =o 



Ma è facile il „l,„,d,a W- S a- t'| _ « a- « 



dp=*qdOi du^p'dv , dp'=q'dv, te. ; e riguardando ,Iv 
. cqme cosiamo ivi-E-.nu ulut; cijiullomi viMCScmi ccry, B,ct. 
anche una slmile elione per Qii.ndi mI cm'- <!i ./>- va- 
riiSjilc 1' i:;i::.i.i.>iLÌ .ii ....v.i/,u„o [cr tj.i^i:n ordino di (iiilws,:- 
lìsli saranno urne , qu.nio c il nanna? delle variabili . 

Pel aprii"! li Teoiia vyiMa a quatch' esempio-, su pro- 
posta in piiino kic-jo ^ imi? loue rii prilli' ordine Arfx-*-lidy , 
ove ^ e -B sono fUmloni dì * e di y; salì fc=Aì-Bp , e 

- «*-[|]"[*>[f]-T[f]->«=>' 

,,„„ g]*f[f Hs>f[f ] ■ 

Sii darà la riunione di pnm'ordme e di iw viiubili. 
J<ìx+-£dy->-Cdtt , ove A,B',t C-sodo fimJon^dli; y, ad u; 

«* ■ ^^^[flt'tf] - 

^=[^] + J>[^]^'[£] ' ^C. Avendo riun- 
qne in questo caso le due Equazioni di condicione 

N-f m , vi ...—.» 1..I..1 I 

e C non coniengoilo /> , ami qne-ia equauone sia'.ijeann, 
conviene che vada a uro da por se stesso ciò che ' mlMHin- 

f -, i ,„„„» [ ^= [ a.«[f]=[f]-'- 

tra emaiione di coiidiiione diventerà 



; ...«-»,.,, . 

Si abbia adesso la riunione del second' ordine Uq*-B)ix' , 
ove A c B sono r.uiiiom di x , j, , /> , e d- t cosrame . A v , c _ 

'°»"Q<{) ■>-<<%)*■($) ■ •<?-■• 
Ht$MÌf>(^).f=eH?) 

mende quejti valori nell' eounione JV— -£-t--' ?=o avremo 

la qual' equazione , siccome A e B non contengono ?, si ci- 
vide nelle duo 

Se la proposta finzione del second' ordine dev'essere !l 
differenziale secondi di mia fumione dì a- tiy , olite jllc due 
ti]iuiioiii novale avremo anche la leguenis 
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accorati e 3 non contengano g, dovrà ewere (^) =° . 
cioè A non dovrà contenere p. Quindi acciò la formuli 
^Jq+S)^ 5ij uni differì; mille del second' ordine di una fun- 
zione di x e di 7, dovrà essere prima ^^=o , poi 

Ij Teoria csfos'.j in qnc=t2 anicino , cl'.c il Sip. ZTa,'er il pii- 
mo deduce dal Calcolo ,ie!!,.: )~,i:ii:tì„„i , È siala generalim- 
u . e dirciianisnie dimostrata dal Sig. Marchese di Comhrcet . 



stame , cioè , se sarà <li/=pd\- , avremo d , g=dpdxc=qdlt' , 
facendo dp=qdx ; cosi ancoia d'y=d<idx'—rdx* , facendo 
dq~rdx , et Mi se dx non h costarne, avremo 
<1 y~dpdx--t-pd'x—qiix t -i-pd'x , e quindi 
d'j/^qdx'—igdxd ! x*-dpd-x+-pd'x—rdx'-t-iqdid'x*-p(rx , 
e cosi in. seguito. Se per esempio y—x , avremo 
dy—nx" 'dx, d , y=ilx"~'d'x->-n(n—l)x''~ 1 dx' , 
db'=te n ~ , d>x-i-ìn{n-t)x B - : 'd*d , x +- n (.n-i){n- 1 ) x n -' ì dx' , 



■+-6»(w-i;CB- i l« B " J rf.v , .r^n(),-0((?-i)(fi- 3 )*" , se. 
_^ Co.! (graUacihtà sL__novnimci ^ discredali superiori 

avremo (/j=jiJ.n-n/> 1 , :! l xi~idxtli/-t-ad'g , 

d'%~)tt'£+-$d'.\-dy-<-TÌ>it !;-'-y>l'y, d~ d* x-t-^d' ydy 
yód'xd'yi-^did'i^ , < 1 metodo si diHéretV 

Cosi sarà ' ^f~ > — P 05 " 1 ll6sla quantità =f<ir, 

■ari 1 dx , d'y— yìxà~'iiVy+\dytì'-x'~dxàìd'x ^ 

■ fdx'd'y-6Jx'd\\d'y-^dx',i\-,d'x^-isd.\d'.r'd'y'- 
. i/f_ \-t-ioi/vrff/ 1 r.vi/ i .v ■ i s * 1 ' - oVfft j. 

Quando si è nevato in sjenc-.s!-: il 'i!'.r v .:.:ii.'.i.>Ii: s::reriore 

tri facilmei;;e Jdiine ■[■'':' il.e il diiT^- 

retiiialc primo di qualche Iliiiiìcm di .v c di .y sia costante. 
Si debba por esempio sn;-por cosimi: j ii d] licenzi aie di x j 
tari d'.x"=nx?'~~ Vi-MlfM-vi)*" - V=ó, cioì 
d'*=— — d*', c quindi rf^=— dxd'x^-'dx 1 

Si assuma costante it ditTeremialc ji/*; sarà yd' x-t-d.'di/=a , 
cioè 1^*=— — — , e se suppo ugniamo dy=pdx , . dp=qdr , 
iq=rdx, et., avremo d'i=—^- , e diUtremiaiido 



iii§l§ 



,„à . .; *u .a ».,..« *. o„ 

k«.ta*gt.$.»*i _*». eguali : 

«- -y? *-*• » 

,•',,■=-■-*-, e b fev.!^-— .v. Cc*Z ^ y si dis- 
ino lU v>l»i . si nfaUa m» 
«..«w.i'Jf, n'i — «. tar» I. tari. 
hl u „ valore <] ivc , SD , MC0 „ Jo d , e j, 0 d u si 



rt e in generile di He reme , le iftri ditTercmi:.!! si snppoii^Mj 

Ma quantunque uni formula, che contiene i dilTcrcmia- 
li super™ , abbia per lo pia un valore incerto ; vi sono re-, 
tò alcune formule . che ritengono sempre il medesimo valore , 
qualunque dirTercniiale ji assuma colmile.. In esse succede, 
che sostituito ad y qualunque valore in ,v , spariscono sempre 
i differemiali superiori , e con essi I' incendia del valore del- 

- ghiamo per esempio y=i" , sarà dg=nx n dx, 

d'y=mx d'x±-n(n— t)j' *(/*■*, e sostituiti questi va- 
lori la formula data diventerà 

i>x"~'dxd> I - n x n -'dxd\-«' a - l }x ''-*dx'_ , n-a 



facciiroo y=-/(i— x') , i 
~ 7U^x T )~ 



<Tf=— j. ,. — - — , e la formula data riesciti 



(«-*') * 



dx\>(x-x') tW(l-X*j 1 J_' 

ti-* 1 )' e-* 1 ) 3 

iiiendo altre funrionì in luogo di y vedremo , che h krmdi 
proposta ha sempre un valore determinato ; ma possiamo ciò 



110] modo seguente. Sia ^=p, 

^=5, e «ranno p e f quintili finite; avremo dunq 
i % y=pi'x*-gdi l , e sostituito questo valore la formula 
d},Px—dxd'y di\i:ns!Ì —;..,;.v , il < L . l n. L valore non e ind 



a-Aan.ps fl.n7ir.se. Il (jtisTe . 



, distruggendoti i dif- 



iv'J' iu/Vw" !,■-!-!■;■ ri'.v 1 - -,.'.v-.';„".y 



j. . , , , , '—■Ady,fi+lì<l I i . . .. , 
B*j=o ; e a otterrà la formula equivaler! 

ts alla prima, ma in questa rfjr e costante.- '—e i , \ " ,' 



CAPITOLO V. 

vii principali dtl Calcolo D'fcroirjak , 



SlA y uni funtione qualunque di x, la quale sviluppili 
secondo le poterne di a' abbia la forma seguente 

U.i'j;;'.i.imdo n volto hìIU siii';'3i;£ipna ili .(tv «stante a- 
e posta ar=o, dV=i.i.}. ..«;>' '"W* , cioi 

Quindi mediante la replicata diflereniiiiione di y otterremo i 
coefficienti p M ,p (l) «., dot quel!» «rio, cr,e esprime ii 
valore di 3. àia \~. ,-;;::.;-o lo--l. J ; avremo ij^Io E .i=:>, 

rfy__i_ 1 ■ J'.y _ » £> = s-i 

ii)i"n-rf ' iri ; ~"Ci+-j : ) v ' tìx' "U-"--'-) 1 ' <ir' ,1+-*)" 

, « peicìo ■ » - ; ] . ' : ; . , "- ' 

a fuiiiìóne implicita (fi x, cioè eia. /data Ira » 



gliamo 



„ p H„..o i 1»= valori 11 



j=jH-£ — ■i- t -^--t-cc. Sij dm per esempio l eqnniorw 

y'*-ibttf — c r =oj e quindi e =tc quando i—o. Adesso 
diflcreuiiando memo , cioè i^'W— S," 

;,- similmente 



"Nciln stesso modo mediante adatiatc sostitaiiora sì polii di- 
re alla serie quella fuma , che più piacerà . 

Sia adesw y uus Ambili; qualunque dì b-m, che- noi 
i'-.!Ìi;r.i:r:iiio tol segno tp(w+-i-] , la quale si voglia ridurre , co- 



aver luogo per le divietile superici! . Avremo adunque 



w *"CS) 

Paragonando i icnr.uii alieni Jallc ii^.le.ii-.'e t'^enje di f a- 

(S) 

m 

'■'•"'(*)=Ìv-(^)" 

te; 

•podi ^—{^) - DilU eqmiions CO si 



«-« ( " )= (^2) ■ <M K» ' Wkt UHM 



Li Igiiiz o a£y G oqgjf 



Se poiighbnw l' uqusibnc p:o !oin!n.™n-|-f=ii, 
es=c:i,lo ; .ji.ui;.! f.mii'.w di ■/ , clic ?■>]■:.! ;..'>ti[MÌv.imi) in luo- 
go di # dopo Le iillì'j:t;liiiiioiiL, c 9 «ni lumianc qliilun- 

— — , c risolvendo qiiesi» qiiantìtì in serie 

t quindi 
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-<SX=?)— • 
->(S)(t£) 

SonitucnHa niiesii valjii nel nre:c. ! evile ili T 7 , ed «wmoJi 
che , diventa — cp , quando vi si j-.iee *"=/, avremo 

^hÈ)('M!)'(*M!)'(f) 
^•(eShtèXcVéXSXs) 



OigiiizM Dy Google 



li ijnal (tumula , po'» (gj)— " ,iducc 
Illa futnìa 

■ti secondo membro della quale si due fare dopo le difTercn- 
" Se • e r sono fumioni di x sola, e ponghiama , 

decado x=j> , cioè 

/u=fjH-wxr.j* - j^— - — a -.,-^— +■ «• » 

(i qual* elegantissimi formula è dovuti al Si£. de la Crangi. 
Pei farne un' af[ Dcaiiona sia dica i' ei] untone . 

a — Éi-t-cr' — ix't-fx' — ec. =o ; , 
pongliiamola totlo la forma 



.tari. ,.„!£. -»'-;-/-•—■ „,„„,;!„■ 

lo» di cioè della potenza n.""" 1 della radice dell' equa- 
lìone dali cosi espresso; 

purché sì faccia y=j °°P° le dineremiailtni . Se per ewm* 
pio si ha V equaiione a — ix+<x'=a , tioi 



L?n:ti:od tw Ci 



Ma all' eqnaiione ™i 
a _.£.f--?i=p; in qucst 
qui valore , e Patinilo d 



dtlt Accademia di Berlino dell'ai 



Abbiamo vedine varie maniere di servirsi del Olitolo 
Differenzi a le p.^r 1' cvoìirìciic c.-^ ììiiiiluliì in «crie : alcune 
volle si ottiene l'interno mediante mia scila dinereniiaiione. 
Si debba per esempio svolgere in serie la quantità 

^a-^-4l^-^-CI'^-eI , +■/>*■»-«.) , , .- - 
-, Supponendo questa quantf, 



ni{bi-ici:*-)ex'i-t<) n(iji-ae'i+-je'.v , '-f- ec.) 
n— bx— c.v"--".t'-i- ec. a --li Wi^- a-'-ì- ec. 



. .i*-t-.irx.t-C.E".)-.E.e'. 



e riducendo tutto al medesimo 
i coefficienti delle medesime yo- 
;enze di jc troyereilo — ,e • 



— ( m - a Ja'iCH-(fi-mi- 1 !ii 'ffHi n-m)*e' ^ 



^nl-3)a'ii;■^(ll-ra+- ; l)i4'C^-(2n-m->-l)ic'^■^-(^^-^.)*^'_ 
— [aiB-iJn'cC' i (ji ;m -i..i'cii -(sn-in)cc'^ 
— ( 3 m-i)a'e5+- .(n-jmji's^ 
- W/i 

la queit' eqmiiont ì coefficienii numerici dipendenti da n ti 
m verticalmente discendendo diminuiscono della quintili fn-m 
andando oriiontalmenlc credeouo della difleicnu »— I j ut 



e diilèreniiando due volle avremo 

-cotJC=iA-t-}.iBx'-i-sà c *'-*-tt-=->-'lx*-£i:'- ec-; 
quind' A , B i i.j,j,(.6 * comt ^ l ^ 




fsnia ail'ane SP jti reeeo delle coodmjn itiuns'le 
dP=x , e PX-V M/erc^r.u PQ .-bx , ed maliardo <!sl 
fuoco p lo.rtinila ('.V, e dal punto .'/ tirando .:«! ■ . ..- 
le:i ad JP avicw A'O— A<? MP—^y. Sì condì;;» la iet- 
f '. .V.V. 1-1 >p) c i :v!^::p„r, ...;<; r.!M - -HC v-.-'; o , ca 
rai.pents ■: ; cui ■. n.io M. Mertiislc I inal ba- 
li simili ^/OA', WjW 6a 1 à-A'0:0,U= J VP:/ , S, cioè 

— Se jtfO vi continuamente diminuendo ,. il tuiuo -V 
-, Cy 

allieti sempre accostandosi al fumo M , ed •'. pialo S ai 
putto 7', durine saia ;I l.xitc , al c-:ale \1 a;;:j~i.n-a'i- 

doti il valore di — - Ma ^ è il lìmite di - ; dunose 

— e quindi la souaagaue PT è =2-, e la ton- 

itfJE perpendicolare alla tangente , sari PK, che si chiami jui- 
nonub, =^-=^, e li ronu/e JtfJT=i/(?l* 

Se chiame * l'arco 4l„«i P arco 
,MN=*t ; e quinto più ojr dirai unisce , tanto più il tap- 
poiio — si accosterà a quello della ietta MN divisa pei bx , 
Vl flr'-Wiy') . 



e la ungente dell' angolo, che forma la 



Mita JV3* con l'asciiM ed XP ^fi uri 'ancora ^ |, 

tingente dell' ingoio JIITP , Se -2=o , ]■ angolo PMT CFig- 4.) 
ia:a reno , e U tangente Mf patalleli al,' as« ^P. Qye«ii 
lu<uì:ra , quanin al pumo M cotritponderi U" orditati /",'/ 
c^.s in cn raniiimo o un minino, eioe chò su o-ip(iioie 0 
-. .-c ;.- : \: (..;:. 1. ( ì:...- 'fgueii: ^liir.^it . I ci i>;:i irn- 
f-;;.lcie cesi; ii > s..t.:!a , <u v l'o:Jiri;j c^-: i.^e 



Se "U t uni quantità positiva , sari j minore di >' e di ^, 
e perciò un minimo, s: ~ i negativa, y sarà un massimo : 
jnfaiti per la piccolena di ■ in paragone dì svaiiisco- 
*o tutu ^ termini seguenti. Se y-? è =so insiepe con -*j 
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~ sarà negativi , ur 
in seguilo. .Generali™ 

. di/ d'y 
ouaulitì ~- . t4 .e 



BD.l 
AB 



plossiraWnsi al -[apporto I : DII . Quindi il rapporto nell'i 
ti al .raggio di ci:iv:-.:i!i-.i i il !i;r.i^ dd r.ippoìio Ita'l' an: 
ì» MS.V, e l'arco III, dc\U crrw. Si c-e.vi die I'ai> 
lo iKJ/V È eguale all' angolo .JZtfmeno l'angolo -J/'// 5 t 



ss 

l'.mj'.lu .'7<\Y i b diteretua finiti dell'angolo AVIl , es- 
sendo ffA" la diiTcrcnta finita di AH . Dunque se chiamiamo 
il raggio osculatore DB, sari -i 11 limile del rapporto 

~~£jjf> ' chiamando perciò j 1' arco ^JT avremo ^=~-^~ ■ 
Per togliere la diilicoltà che porrebbe nascere dall' aver noi 
v.^ii'.nn 3n F .:!i ajrli archi che ne sono la misura, si osser- 
vi che nel cerchio del raggio =i è la medesima la differen- 
ti finiia ed il i-,cdcr-:mij . : :i:T.:n.-i-.ii;i!c tam.j- (ìel'.' ì:ih-\i> q:i:-u- 
m <ldl' aito die I" r.wnra. Posto dò se pendendo AP per 
I' asse delle ascisse riferiamo la curva AH alle coordinato or- 
togonali jtedy, avremo dt;</x=r.sta.jrZl,dt:tl ! /=ixoi.jrff, 



v (' *•) 



-(-g) T 



('4-)' 

. X 

(«■^-,) a il suo vaio- 



5i r ' tTy" puutu ai regresso . ai osservi 

prò che qui Simun lunpo in tutta l'citcnsione quelle riflessio- 
ni, clic abbiamo fané di scria in mino ai oiai; imi ed ai mini- 
mi, cioi affinchè 1' eqtwitHH ■: ^,=0 dia un punto dì fles- 



Most riamo -adesso ['«pplicMione delle cose esposte a qual- 
che caso canicolare. Sia la curva J.UN 0"ig- 3.) ima l'ara'- 
bola , alta quale si voglia condune la tingerne MT. L'equa- 
zione della Parabolani .v'=jnj-; dunque sari .-.rfj=0(fi, e la 
5o:tangeme ^=^=1*= al doppio dell'ascissa. 

Sia [a medesima curva una Jpcibcla , espressa dall' cqua- 
lioje y'=-i{x'-\-ìax); avremo ydj—~,{x-i-a)àx , e la sol- 
tangente J>T=~^=~^ , ed AT=^ , e facen- 
do x infinita JT~ — =0 . L'angolo ATM hi per tangente 

c!t aV(*'-t-iai-) <Uf a 

ta. Dunque se prendiamo AH— a. e dal punto A aitiamo 
sulla lìnea delle ascisse la perpendicolare AF=i , la rena HE 
prolungata sari la tangente ad un punto infinitamente Imita- 
lo dell' Ipeibola, cioè non incontrerà mai la curva , quantun- 
que continuamente vi si accosti , o pure sari il di lei asùt- 



— - 



.-.-o.«c partendo dal 

p b X — -l 

i/i u'y av(<i'— *')~°' J T = ° i ° Ht:c01ne 

^•="(7^o~ : * T * naeativl ™' CM ° di 

x=0, V Ellisse avrl la massima ordinala co rispondente all' 
ascisi ,v=o , dai ne! ceniro . 

Si debba divisesi: rumali n In due parti in motto , 
clic il prudono della prima parie elevata alla polenta n nella 
seconda inadatti alla patemi in ila un massimo o un mì- 
nimo. Chiamata * la ptima pane, sarà a — x la seconda , e 
petcioi™[a — x) m la quanti!!, che deve diventile massimi o 

=»* Ca-x) -mx la-x) =a , cioè 

n(o— x)— nur=o , ed * — "° . La seconda diflereni] e ne- 
gativa; dunque il erodono sarà un massimo, quando le due 

Cerchiamo il raggio osculatore del circolo , i) quale ha 
per equaiione /=ao*— *' . Avremo > 
3. 

/V a'dx , dy'si . V ■ . 

% — ■ — r-C' 4 -^) =— r*** 

(iija— *y (io*—*") 1 



lunque punto eguale al [aggio del cerchio , lo che riduce l'«- 
voluti ad un punto wlo, che e il ceuuo. 

Si voglii il raggio osculatore della Parabola (Fig. S-) , 
die hi per equazione y'—iax. Avremo 



3_ 

i^S. *V* **** f t | t*y*.> 1 



«quindi S=^^t fl - : % =^~^ ; ove facendo isc 

sWav jWaajc Va 
abbiamo if=«, e quindi la rena AB=t> . Se vogliamo l' equa- 
lione dell'evoluta SD, tiriamo sull'asse AB la perpendicola- 
re DR, e li perpendicolare DE sulla retta SP prolungata , 
e sic HR=si, t DR=u. Sarà PV=J%=a , e perciò 



=*vWh . Ora abbiimo DE=BR—JP-t-JB , 

BE=RD*-RP\ dunque t=3*, u=— — , cioè 
37itb'=8i' : e perciò 1* evoluta i la seconda Parabola c 
bica. 

Se il propone di troyire il punto di fleKo contrailo ni 
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li curva , elle ha per equiilon* y= — - - — t avremo 

d l— JÙ3!?L±}*— —!>. ie*x-a l x' 

-(s^^- - 

terremo l'equanime jr'— ta =0, cioj J(=yWj , rie qua- 
li vaioli il solo ^-=0^3 corrisponde al punto di flesso con- 

Cerchiamo il pomo di regresso nella secondi Parabola 
cubica, che hi per equaiione y'=ax' . Sara 

^— =o, avreW x=0, e perci6.il puma cercalo è nella ori- 
gine delle ascisse - 

Per non ritornar più sulle medesime co;.e , a«ci^i-ri hre- 
verseilte i principi , dai quali si deduce la quadratura , e la rei- 
lificnione delle curve. Sia da» CFig. 8.) una curva Siati 
con le coordinale AP=x , PM-^y, e posta PQ=ùx, e 
tirata la rena MN , e la rena MO parallela ad AP , sarà 
/fO=Ùff. Sulla lem -4P con un kio costante A fi , che si 
prenderà per l'uniti, si descriva il rettangolo ABLP , e « 
prolunghi li reni B L in K . Se chiamiamo £ lo fpttio A.VP, 
•ira lo spailo curvilineo PMAlQ—ù,E, il rettangolo 
PLKQ=iXC>x=&x, ci il trapeiia rettilineo 
PMNQ=r-£^àx. Quanto più il punto JV sì accosta il pun- 
. io SI, tanto più si avvicinano ad essere eguali i due rappor- 

, — ^ . Damine prendendo i limiti di questi «p- 



pili avremo -jr^i « dEs=ydx . Quindi se cerchiam» quel- 
la quantità , di cui il di fortunale 4 mi* , incoio il valore di 
cioè la quadratura dello spaiio curvilineo APM. Questa, 
ricerca appartiene al Cakoh Integrale, di cui parleremo in 

Per la retiilieaiione delle curve abbiamo, com'è staio 
detto di snpra , di- -<[di" : ) , Quindi q\;c!ia 'nunritì , tic 
ha per di ffe re mi ale v (i/v'Wjr') , ci darà la Jungheiia dell' * 

Supponiamo adesso che la curva ANN (FhJ* 3.) si 
ravvoigj inumo l'asse AP, e sia J la superficie descritla con 
quella moto dalla curva A/ÌI . Se indichiamo per p il rappor- 
to AS.':.i periferil del cerchio al diametro è noto che la super- 
fide generata dalla corda UN i =p{MP*-NQ)M!t 
"~/'iy->--J-> / (--« T -l-i i .v'). e quella prodotta jjalla rena IK 
è — :pàx a motito di LP—AB—l ; quindi il rapporto di 

quelle due superficie sari S^^v'I^i'-t-Cj ') , ed il limite di 
questo rapporto sarà —E^jjLj-^! Ma quanto più il puli- 
to N si accosterà al punro HI, lanto più iì rapporro preceden- 
te si accosterl a quello delle superficie generate dalla curva. 

iV-V, e dalla ietta LK, il qual rapporto t => ^^ì e d la 
pei limite dunque avremo dfo=apyv'(dj;*+J)t*), la 

qual formula, serve a trovai la superficie di ogni solido di ri- 
poste le medesime cote chiamiamo Z il. solido generato 
dallo spazio AMP ■ e sari ti. il ;oirdo prodotto dallo spa- 
zi. > curvilineo i'MSQ. 11 cono troncalo generato_dal d'ape- 
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=i—(y , -t7jj6j»-^)r*), ed.il dlimlro mw dal rettangolo 
PlKQ=pbxi quindi il rapporto di questi due solidi è 

_ ;» «w-y i rf , ji _ , _,, . „, wu 

rapporto, allorché diminuisca , và sempre più accostando- 
li a che ha per limile y^; dunque eguagliando que- 

sti due limiti avtemci pei la misura de'snlìdi di rivoluiione la 
foimnla dZ=pij'dx: 



■*-G^A-'Av-l-//i.v^.."-i-/^'. 1 - ec . 

di=*ddx*-Bdo. Questa regula generale 
nei sia f=0 l'equazione di ima cuiva , 

alla maniera solila ci dìi^= — se 
ad di j.- 0 di jf rendono A e S eguali 



cioè sarà sotto una forma indeterminata, che non c'inse- 
gna qua! sia il suo valore. Data per esempio l'equazione 

i chiara che la supposizione di jr=a , o di y—b rende nul- 
li I due termini del rapporto ~. Per trovare il valore di 



_5 B—o , 

y dedotti di uvea' equjijnm , the turi i valori coriispoi;iìi:i;:i 
di x soddisfammi all' i-qus ù.'v. e 7—0. Per giudicare della mol- 
tiplicità di quegli puri vi 'i.'erv:^ the il puma sari doppio se 
ì valori dedotti dall'equazioni A=o , e B—o noi; soddisfa li- 
no che all' equazione ?=o ; sari triplo ie mandano a uro 
anche "1 coeificienii C, D, E; quadruplo se fanno inohie sva- 
nite le quantità F, C, //, /, e cosi in seguilo. Si cerchi- 
no per esempio i punti ;r..-ihi;:li;i ( ; r l! j uliva, che ha per e- 
quazione y>— x'(x— i)'=o - L'equazione nelle di Xmmc sa- 
ri ; 3 y*Av-J-"(>^-'Ks*-^^- ! v^'-(ioi , -i2 I '4-jA-]i i i>- 
■i-^ l -(ioi , -8^i)ii.v , -( s .v-i)ii'-i.v'=o . Facciamo 



auppong maino aaesso cne sia naia 1 equazione oirretcil- 
aia'e A h-*-Bdi/=a , e che qualche valore di x e di jr tenda 
nulli nel medesimo Jempo i valori di é. e di B. Per trovare 
■ in quei» caso il valore di , converrebbe che sì avesse l'e- 
quatione Kniia Ita x ed y , dalla quale si dedurrebbe T equa- 



fi avrebbe il valore di £ dato dall' equazione 
Tom II. 



" cosi in segnilo - Adesso ì facile il vedere, chi: i* equa^ciu 
1 '0 . . '■'! , co :::,Lfn:ii .-, roiiimiu .iil^:.-:,:^ li:,- deTenu*- 
icone data Jdx+Bdy^a nella ipotesi di a* e di jy c0 _ 

Si può quindi [mirare il valori di una (bullone di * e 
di jr, Il quale diventi °~ in qualche caso particolare .Si fa» 
eia questa fnmione , t mediante li replicali i 
lione nella ipolesi di dx e di dy costami si 
io valore di ^ . 



SÌ c 



Ili r .T e 



a valori 



— a* 



{ay — ìòx)ix — (yi— tjc)dj=e , e difFcrenihndo avremo 
na^dy-iSd*'-^ ^aaVdj^a , cioè ] jj£r -3o^-Vji=o , e 

SÌ voglia il valore dell, fratone ""fr-O-t** 1 i 
quando x=o, ed . Ponendo questa frazione =^ »- 
vremo 1)'— nr'lc/v— (io<y— i)- ^ix'^djt^o , e dif- 

feieniiando due V olle ijrfy* — iflxixdy— ifl[H— r)ir' 

■J-iafcr'a'.r'^o, e 6ay — 6adx'dy-i-i t bxdx>^Q ,c nel caso 
di*=o;^-— o^=o, cioè^'.vri i tre valori e,-/* , -Va'. 

Si cerchi il valore della santità — , allor- ' 



chi je=o. Facendo questa quantirì =^ avremo 
x*ij=aàx—i*'t(<P — x'1 e diffsreniìando 
tiildl — i i, «XÌoe-fe==— quando j=o. 

Per ir(A':re II vibro ili ■ ~ ^" c ~''.'' ~ ' T 1 "' * 
nn angolosi oo. gradi,, avremo (i — 5fn.n-cos.iJdi 
=;sen.j+-cosi — i)Jy , e diffcremiando — (coi.js-sciujrfj" 
=<cos.ji— stB.x)dsdy , e quindi ™=I , alterchi i=oo°. 

Finalmente per ottenere il valore di ~ — «Juan* 

do *=i , abbiamo (*■*— *>&■=( t— J*ltigjr)rf» , « diffeten- 
aiando (/(i^bg^)— i^ib-^. Ma skcorr.e £ 
supposi tionc di *==i fa svanire i Termini -di questa eqimio- 

(,X X lH-hgU)'+-x X ~ 1 yU'=—-~dx'ilj, e quindi jjks-i 
allorché Rei, 

li il deiiominatorc di una fraiione svaniscono nel mede- 
simo tempo , essendo A e B (milioni di una sola variatole 
*', il valore della fraiione per questo caso i rappresentalo da 

— — , ove d m è 11 primo differeniiale , nel quale il tiunie- 
f.S' 

ratoie tf A ed il dt no in inai ore if B non svaniscono insieme . 



in questo caso ambedue; dunque A= 



o II difleicniiaiione e-(-Sj=o , cioè 



ti quale si debba risolvere nelle fraiioni ~ , 
Avremo A—' * facendo x±o , cioè J=i ;A'= ^ "R i- 

facendo x=— I, cioè A'=—i ; A"= ~ !s ~** T-^ ùcca- 
1—3* 

do jc=1 , cioi: A , e patiò le Ira frailon: c;rtJi; 5a- 

Se il deno minatore Q contenesse più Tutori eguali ad 
a-f-òx , nelli quantità " lenoni in a [ore dQ aviokbe il 

medesimo fattore e+^ix', e quindi risulterebbe ^= -, cioè pifi 
non si potrebbe adopr;re il metodo precedente . Mi in talcosa vi 
cti^i.icTiira::no Li;sE J t'.it;; i i'jr'Cti eguali, c cascini fattole- 
(a-H**)* ci darà le f.aiìoni piriiali 

■< • ^A^f 

(a-t-**)" («W" 1 t«fft*f " 1 ' 'T 6 *'- 
Sia dunque p=(a-H*jr) ,I S , c ', ,. ; 

p ^ ^ , , , /"' 0 " 1 , * . 
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J _ J*-Jf^Wl)H - J <"(j-t-t.v)' ^""^^ ""'j . 

Ora dovendo eacre R una fumione intera , ed S non essen- 
do divisibile per n-^àx, conviene .che la quintili 

j~A-A\a+-b$~j:X<»-txy -A'Wfc)'"'» 

divisibile pei (tn-bx) . Dunque quella quantità , e le di lei 
dilfc.emiali fino a quella dell' ordine n—i in elusi va mente do- 



do dopo le differeniiaiioni jr=— ^- . 

Sii data per esempio li funiione jr ^ l+m >y ivremo 
p _ n ■ amar ,P aa>' ì.4j'a>* 

■»t j y(n-v)'""rn-.v : ) r 



—ì, d=X>, A =—l, cioè il fjf.orc citó 



— e (? "vii pifl fattori imaginarj , e noto 

che due di essi danno il fattore reale di secondo grado 
o' — iflSicos.iJiH-4'i'' . Supponghiatoo in. primo iuogo , che 
queslo fattole sii solo , cioè ebe non ve ne siano in Q alni 
eguali ad esso , saia la frali one , che a lui conviene, 

«"^rT ^V ' P(t de,erallul " : J e B «O.H«V'.«ta 



Q S,u'— iiii.-.v.- ; ■ ■ V— ii.'i'jius.^.-iV 

P—tJ^BxiS . , , _ . 

qu , nol e po,^ j, t una fl 

ne intera, sari J>— (^-l-5*}J=o albichi 

ta>HV=. ■ Mi S^—^---^ , 
quo nel caso citi den orai imi ore =o sui il vilore di 

*=y(cos.9ztv' — isen.Hp) . Mediarne questi sosiitujionei 
ti P della forma WV-i, e 
forma Q'tzQ'W — i > ed avremo le due eijuaik 

P+FW-i-(j^SytM.<f*-V-twi ! .t,yQ , -t-Q'V-i)= 



.^);c-ev-i)= 



dille quali ricaveremo ì ricercati valori di A e di S . 

Consideriamo nella riunione ^. T ^^ij 3 fattore , 
ove n=t , b—i , e cos.p=io ; ^ =j* l -*-t Jr * > • quindi 
retpiaiiona i^J t -Sx) , -- ~ - =p- Pomo i-*-»'=0 , eloi 



(s ■ — aa 6 jrcos.» -i-i ' a: ' ) 
e sì tiovctà come sopra che 14 quantità 
^.—A-Bx-U , *-B , xW-iabxCQ i .^b'x') 
— (A"-<-8"x)(a'— ìabx-cos.tfi-i'x'ì'— «. dovrà 
td i suoi differentudi fino a q»=H n dell'ordine n 
vamente nella ipotesi di a 1 — =a4«os.ipi-4'i'= 



d|- -^-(^'4-5-^(2» : «-i fl 3c 0s .p)= 



-^^-5'(ji'«-3oico ! .*H^'-'-*'*-)*'-(^"-i-^"*)( 3 *'A- lfl i. 0 s.*)'=o 

nella supposiaione di a' — irt6jrcos.9-i-**.r 1 =o . Perciò facen- 
do *=|{cos.eaV— i.sen.*) avremo tani' eqtiaiioni, qnamt 
sono le quantità da determinarsi A , B , A' , S , ce. 

Abtiamo di sopra insegnato a trovare i massimi ed I mi- 
nimi delle funiioni dì una sola variabile : sia adesso ^ funaio. 
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« fcb due «un *<* ji i« «•» ST^Sr 0 ™^ 1 ^ 

Gelido a e 0 1"™"'* «i«n»»«»» ^™" ! " ,emo 

ì * 1 i J-) i-M 
ove uri Ci 19) 

<■■»©*- <D 

r-OH|l^, ,,,,, 

sogna che su ì — o . « a ««™ j indipendenti , eonver- 
lì che ^ svinisi», qualunque > 1ano K c p ' 

/ d 3\— « e f- T W>- Di queste due «paltoni si itoa- 
' Kà}) . ,.,.„.„!« tenderanno li 

voi i=* , ?=* . « w« " l0 " dl ^ ni ; 0 T su™ r , r, 

funiione proposta in rn^.^.o „ quando *==»-. 

jf-, f" , ec. i «loti di ^ ,T ,^.1 ' * rf'jx^ 
t}=J, e nel medesimo CW3 «a ' \dxdy) 



7* 

r=A .'■i- J a.(3+- cì' 

F"'=A'n,'*-iB'n.'Sy-iC^S' 4- D'ji' 

\x quantità f", F"' ,tc. si [asiano mencie anche sono la 
forma seguente . 



ila quando A c C essendo positive satà AC>B' . Viceversa 
la quaniiti j saiì un ir.ahfìmu , q-.inido A e C Faranno ne- 
gative, ed AC>B' . Quindi , se A c C e-;cn<!:. nulle non 
lo sarà, la Cimarne ; non <nr>, ni n-a^ima ni minima. Se 
-rf, S,tC essendo nulle non lari ^'=3 . non si 

desiniti siri rnasshna , quando a 1 *" 6 negativa . Ora 'f sari 

positiva , quando le quantità A", E', e J.C. T^"~~ 

ion positive, sarà negativa, quando quelle 'quantità son ne- 



rr.^ -■ .oc ^ 



(2)=.,"--.-»-<,^-/;J-, 

^ e * M -»*" , t« " =o. dille mali e- 
quuioni >i deduce »== Jf =--L . p er s ;„^; cala p,^^,, 
• V ' 

e la rondinone JO-B' arri lineo: r ™ >i ci m J numeri 
filivi , [e q.inv.tirf, _i „ £? „ ;iluli , lw : [:v(: sc „ >E1 , 
iive_ss «<m: ne' medesimi casi la funzione 7 sari minima o 

Se r è (unitone delle ire variabili 1, e d n, chia- 
mando ? il valore clic hi riceve, quando in luogo di a- ,j, 



7» 

(li) • (S) " ->——*•'•*•«■». 




■ lutti la quantità dar la forma stgueale ^tt+-^ 4- 
■f-fl^+^y-t-^-^y - . E' chUro idetM the qwsm 
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Rendendo la differenzi finita Ai quena equazioni t 



*~ jp"*"'**'! * Wg»!»' Quindi *vt 

ini esprejsione della Ibrmn 



=a*A ^.| a» 1 A j - jy H- ec. , e quindi si dedurli 



:ndo J' are 
metodo troveremo 



essendo A , A', ec. coefficienti numerici indipendenti da y e da 
a f 3 qi:ali perciò avranno sempre il medesimo valore, qualun- 
que funzione di x sia y . Per determinarli adunque facciam» 
y=e , ed iman i =j=-j-= ec. , 

Ht*=?**—f=>? Ce"- 0 , a'jrWCeV-i)' , egeieral. 

mente ù j=e*(e"— O"- Sostituiti quetti valoti l'equaiione 
10 diventerà 

T'orno //. L 



e quindi i coefliciemi h, ti , ec. saranno quelli che nascono 
dillo sviluppo della quantità ( e n —i) n . Stri dunque ■ 

purché nello sviluppo del secondo rr.cmliro si aunlichirn alla 

eli . 



*"><' "-)"■ « 

Venendo dalle diacronie alle somme osservo che 
Zf=Z[^)=Z^ ; E» j gì- 
fee.j dunque sarà r= a r & -t- — E ^? 4- — E^-f i- ec 
Facciamo ^=y , e quindi ^r=fydx , ed avremo 

equaiione successi vamenie i valori di £^,E^-4 , ec. presi 
dalla medesima , è chiaro che avremo per £y una esj-reisione 
della forma seguente, 
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•stendo f , a , < 

formuli in luogo di y avremo 



e sosiiiuendo i valori di 2», £-j^» «• trovefemo per S' 
una espressione della forma seguenle 

Seguitando il medesimo metodo vedremo, the gcneralitieni 
£"jf uri di questa formi 

I " v= A^" L A /''-V^-' 4 . A -/-'"W J l „ 

<4> 



«ve S , A' , ec. , di , m' , ec sono indipendenti, da * . I 
terminar questi coefficienti facciamo y=t , ed avremo 
f=y=M= J"T~ ec - =?fydx^f'sdr'= te. ; cosi tr 



talmente Z y= . Sostituiti qu«tt valori l'w 

[f-tf 

CO « d»rt 

— ± 4-- jij +- . . . W^', 

e negalire in integrali, tini il 

(£)' * «*• -f,' d "™" * (£y * r» /W ■ 



Cs) 



Le due eqlaiioni Ci) e (j) possono «sei rappresentate d 



le membri di questa equ 
ù e ci gli «ponenti dì 

ti X^ mrece di A~~ "j, • /V*" 



purché ne' due membri di questa equaiione si applichino alle 
caraneristiche A e il gli esponenti dì ù> e di ày , e si mini- 
lo le differente di esponente negativo io integrali , cioè si ieri- 



Diajljzefl D» Coooje 



lunque dì fi» ì eguale ci una simile furiatone di e — i , 
:ht nello sviluppo delle due funzioni si applichino alle ca- 
sistiche A ! (li esponenti di a.y e di dy , e si mulino 
Inferenze di esponente negativo in integrali. Vediamo al- 



L [108.(1+^"= [lb»(i^. 



e h » e negativa =— m 



[(,*«,)■-,]"_(, •"-,)» 
Ora se con i segni fi' e E' indichiamo le differente e le som- 
ale, quando L differenti finita di x e a', avremo 



( 

yv- [(.«»■-.]", fe> 



j, .... » 



Si, J„ „, «^JTd. l„„^i,„i I, ,,™ 

a*,*. „;..,„_ J-, -11, JJi . 
" ,; 0Drf = i, '-' mine coròpondcnCBiU-indke 



S*! ronroW la Memoria* sulle Serie dei* Sig. de /a i>/n« nella 
Jraria rft/f Accademia Mlr S ,h Air^j dell'anno i?7v-. 
la quale comi eoo la Teoria dell' ini e rp ola none natura in mi- 
la la c.-i'.CTj'-.t! . fi allri impi.rtjnli ricerche. 

Alle formule pccc-Jcnii ne jf.f.iinigiirsmo alire simili ri- 
trovate dal Sig. de la Place per esprimere le differenze e gli 
integrali della fumione m j , uve n e costante. Siccome 

A.m j=o (jH-iy)— « ['«i — echi»- 

io che prendendo sviccc' si wT.er.it It d.ùVictìie avremo 

A J» > empiessi nella forma seguente 

irto, per determinarli , y=e*, ed avremo ùy—c'U"— i}, 
*rV=«*{**-r i)', e generalmente ù'j=cV- <)> 
t.m" v j=7n , " l_ '' f 1 "*" 1 — m 1 e I =ni V(ra°c" — I) , 
iV'jpswVtwV— O' ,ed in generale 
Ì^'^VObV-.D*. Sostituendo questi valori avremo- 
(■V- . ?—A-i-8(:e°-— I>* «e 1 - 1 J ' -f-jV.e" - 1 )" , 

m'ryi n-fij)-,3 n =,„''( J^JAjH-Cri'j, . . .. -KiVA) ." 
parche nello sviluppa del primo i:v:n : r>TO applichine) ai ìj ca- 
ratteristica ù gli (■pónenti di , cioè si scriva a y invece .li 
f>y r ^ onde siccome il termine costante A pu?> reputar!? rft.-il- 
tìplicsto per £jr , invine dovrò pnrvisì j",T, cioè j . Sara dun- 
que con ■ rtiesos condizioni 
. ' ':i n Ì**}=»*t«"(iWy>-0 B t (iO 



.* 

e ponendo per l'cquiiioue (6), e dx —l in luogo ixtytvn- 
mo odia soliti ipotesi ^ 

Essendo ò.m X y=m m*y=m*m X (y+-&t,)—m'y , 

avremo integrando m ,v >=ra"2.ni*j-(-m*S.ni' , 'ij— , e 

quindi £.ia*-=^ . Prendendo da questa eaui. 



dolo nella medesima , e cosi succc divini cine eliminando i se- 
gni E dal secondo membro, otterremo S.n y espresso nella 



S'.tb j= B E.m x-u'L.ni ajW^.Bi a'j+-ec., 
e ponendovi i vaioli di E.ni j,Z.nj Oy, et. ricavali dall'altra 
eqiiaiione irovciemo £\m y cosi espresso 

£\m*S=m*(^-i-i'£i-i-A'Vy-(-i'''£ì , >-t- ec.) . 
Operando nella medesimi maniera vedremo essere in gene- 
rale 

S n .m I ¥ =m 1 '(4y-i-A'ùy4-A" 1 l' ! H-A'"il'>-f- ec.), 
ove h, h' , ec. sono quantità indipendenti di % ■ Per detenni- 



8y 

i j a i ' * mV F r »*,' 
d -y—t (e -i) ; difioiS.nl y= — ,2'm.j(= 

e generalmeme s'.m *je=— ^— : . Sali dunque sostituiti 



qn*(Ay+-*'tì)r+-A"A , y4-A"'i , jÌ.ecJ, 



purché nello sviluppo def primo membro si scrivi da per tut- 
to h'y in luogo di a>' . SaiS dunque in questi ipotesi 

s".«*y= sid'j>* 



(.->*,■)"" " 



£ ".m*^ — ■ ■■ — ■ ■■ ■ ■■ 



Ma pct 1' equaiione (9) H-4 !>=tn- i .v) i dunque 
S"*i>= ^ • C'6) 

...„.,. ,,. r-^i^'-g" ; 

Se facciamo in queste ultime cquaiioni >WtiA J|) 
diventerà u?.*.* ', £ ".ni 1 ? di vernerà — f.m'ydx' , 
_<i* n 

£ - ■ 

sosliluili questi valori avremo ■ 

\-:\cJk- ( ,„ " 

Questi ultima equaiione, a motivo di 
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WJ^* • •-* 

* ((log.*)" (log.»)"*"'.** 3 (log.»)*** 1 **' ^ 

lerve ad interpolare le 
ec. , nelle quali ic dil- 
i, c, et. vanno dimi- 

lo quel!' equaiimii, che comprendono segni integrali, ab- 
bramo omesse le costanti necessarie pcr'tendere il loro valore 
completo. Ora, siccome per render completo un integrate del 
prim' ordine conviene aggiungervi ima costante A, cosi per- 
che sia completo ™ integrale del second' ordine , bisogna ag- 
giungervi la quantità An-B , ove A e B son costanti arbi- 
trarie ; ed in generale per rendei completo un integrale dell' 
ordine ri conviene aggiungervi 11 quaniiti 
Ax"~ I +-Jx n_ Vc* n- 3.... *-N, ove J,S....Nso- 
no .11 costanti arbitrarie, le quali svaniscono nel prendersi n 
volle la differema dell'integrale. Infatti sii, omesse le coaian- 
li, ZX=X, ZX=X", EZ"=X'*,tt., avremo facendo 
ùx=*,2X=X4-J,e%*J=X , +-ZA=X , -t-^i-B, do» 
=X"-t-Jx&8 se pongbiapo A in luogo di — ,lo che noti 
fa diffarenia a motivo dì A arbitraria , Prendendo di nuovo la 
_,.._„ _ «> Ax* A* Bx . 
wmtaa avremo Z>X=X"*-J2x+-ZB=X — i s-C 



-rc^VJwf. Di <]„! « rr arts<e fa generale, chel'ia* 
«graie l"l Mri pei divenir compie» coti espiesso , 
lPX=X tI ^-*-dx > '~*-t-Dx n ~~* .... t- A', ove A , B , C,. 
socio n cottoti arbitrane . 



ELEMENTI D'ALGEBRA 



PARTE Ut. 

DEI CALCOLO INFINITESIMALE. 
SEZIONE IL 



F 

JJU Inora abbiamo trattato della di 
rioni: quando dalle differentìali. date 
itone finita, da cui esse sbn naie , 
ma integrare , e Calcola Inorale 

una funaione qualunque, ed il diflere 



lioni , che possono darò la medesima differenziale . Se un i 
«graie ha la sua costante arbitraria, si chiama compitili ; 
vi manca la costante, 5 i dice integrale particolare. E' 
dente , che infiniti integrali particolari sor compresi ncll' j 



legiale completo , secondo che la 



niegraiione è il seguemc /; cos) 

-. - -««.««nJe** Wp- .v^PrimV di"™* 

rf.vc ir.".r.:ui -.u |. c;i c nmeuw sono gli occhi l'integrale del- 
le ^.:tTcrtii7.i;i!: r :': semini, j| s , j.j,.,,. Ji;::1 



EiffereniUli 
(n+-i.v)V- 



_(«4-i,) . 



Arc.sen. — o —Atc.co3.--t-C 
^-Aic.tang.— -i-C, o -—Arerai.- -i-C 



Iog.log.vi-e 
log.Iog.log.i^C 



/ Qiglilzcd t- Cookie 



tang.ar-t-C 



VI sono alarne diBertnilalì , l'integrale dell; quali quid- 
tunque itile, si presenta spesse volte sono un aspetto imagi- 
Bario . Tali sono quale: ^~~ ^=krcMBJC 

_ *H^S: ~' . . Generalmente le ci i fare rubli , die s'ime- 
pano per archi di cerchio , possono ancora integrarsi per lo- 
garitmi , ma allora l'integrale si presenta sotto un' aspctto.ima- 
ginario, c viceversa. Uò nasce ial iirpiiitti , che esiste tra 
le riunioni di cerchio, ed i I' -.ìiui'-i : iiiU:ii, comi aLbiaiuo 



COiJ , = e _ ± * ; e 5e facciamo x=tV-t , savi 

taa.i/— u=È^ — , t cosiV— isasi^S— ; cosi ancora 

abbiamo e^ -t =emfW-IJtnJ , T fv '" 1 =cos.i-v'-isen.( , 
le quali «pressioni ci saranno utili per ridurre ad una forma 
reale questa sorte d'integrali, che si presentano sotto un' aspe» 



;ic coso passiamo a cercare l' integrazione delia 
essendo X una Punitone di x. Primiera me me 
:!ie sia X una funzione razionale, e per cifp 

a serie finirà , la quale non comprenderà che de' 

tfH -$*■)" (p"—ipìxa>s./H-q'x'ì" 
mero inrero positivo , ei a , b , p , q ,e S sono 
ri qualunque. Ora l'integrale completo di 



di n=i , i c — — — ; e quando h=i , l'ime- 

(«— i)q(p*qxf ' 
graie compierò e - ìo^p-s-qx)— log.c=- l^tE. Ri™ 

la iena formula ■ — > cll j cercheremo 

(/>"4--rijrco3.,S-t-y'.<-')" 
frimri 1' indille nel cseo di 'i— r . Facciamo 
p'-i-i]i'jj.i.0i..i,-i-il'x'—i l e prendendo il diltereniiale logarit- 
mica avremo ' . e auindi 



p'-t-2pq.\cos.0-t-q'x' %q' ! q p'-t-apj«os./3-(-J i 
(a-t-òx)dx b di nq~bpa>%.$_ 



p '-i-lpqxCO h.f}+- j'jr' iq' I q p'^-l^J.VCO!.,';-l-(7'.v , ' 

cioè rutto sì riduce ad integrare la formula più semplice 

-7— — r-r. Si osservi che dVipoicos.|3-ì-sV e 

=p'iea @' -t-(pcoi,0-i-qi)' ; dunque posto pcos.^-t-jn^puscn.^, 
e perdi dx=— '-^^jla fi 



t-Bteiiliaed .o^jQi)glj^ 




^.Iroiarig.— ^, cd-i due Oltiml'Mnnitìi . dell' 
'integrale [rovaio diventeranno 

«n.,3 \. jwen.js s=n-/3> 

A t , Iing . JS!2£^-*«aS» S2tó J!*=*_ : 

6 psen.fl 6 sea.0 p-t-qxms.H 

Quindi si porrà .dare (IT In «graie irovato anche la forma 
b , . , , aq-bpcas-@, gxscnS 

Nel caso di 0=D , la difcremiaie dita diventa. 
(a<-6x;dx ■ ' . . , „ , . bài (flfl-Ap)ifr 
-, che w riso ve a!!.-.- iiuii ra:u — — ,t" . 

le quali ci danno per integrale ~'' o 6'0' 4 ~? J 0"^~^ ■ t_c - 



L'integrale della («mula - 



fie da quello -delia ; 



(p'4-ipqxcai.fh-,;**-) 
probléroj mi risolino dopo questa riduiione qualun- 
n , pcjcbo discendendo aiiivcicmu lempre 



Tono II. 



n cui ri siri —i , ]j ql 



•'fn'-l- 



iU costami. Di Sereni™ do avremo 

(p Vì^ jxei»^+^"*y n 
e liducendo al tueJesimo ie- 



-iA{n-i)<,'x*-lB+C~iB{n-,Wx- f '■ 
e quindi (5-f-C|p'— i^(n — i)pi;cns./- — i? , 
[■J K It,C) ,B,,i ; ,- ; ,4 , , 

B-^C-iD{n- i)=o ; tioè iff(n-jlj.*-i^n-ii,-> ? c05.e=o', 
lfl(n— i)pqtos.S—iA{n— i)^'=A; ondi si d--tmc» 

aqcos./3—bp n _ a.j—ùpcai.3 . ( ■ 



i(n— r)p?'sen./3 3(1 



-. Dunque il problema i iisoluto,t si E» 



•^(p'-t-ipjjrcos-fl-i'jV) 3(n-i)p'5'scn-t3 ip'-i-jptficos.fl-i-s'*') ~ 



-l)p'?«n.*f (p'Vip^xcos.fl^ 1 -»; ) 
Si debba per esempio integrate la fraiione raiinoale 

' Se '' ! ' il ie " 0,ni,,;l,t ; rl! hii. suói Statìn 



B o diiugiisli, rappresentati questi per p—qx, p'—q'x, W 
{a-t-Èx)dx aq'+bp dx 

fiM,one piopos '" d,ve, " e,i wwffl^ 

Pi—PJt—ì* , P9 ? 

Se i due failori lono egtla- 
m ! («+-& ryjr_ (a?-t-£p|</j 
m * 0 — 9^)' S(^— -7^) ' 




l*(I-Jr) IWH-'J IOU-f*l r 




Veugtiiatto alle diSètenùili imiionsli , 
luogo proposto d' iDtcgint i» formula - 
lin, f timi liberili* osili irraiinn abititi 



«4-i^*'-<fl- ;fi )y, * si ivi, *=*ftr^. ' 
^tes^nite, vc^wjJ^, e™*- - 

legno, quesca forumla porri cangiati! nella seguente,.. 
. ll-JÙ- * " } , che ha per imegrale ■ 

<m — ==J°B-^^— ^ , il quale posto per il suo valore , . 
■Jqq -, fSq-i-Vq ■ ■ ■ V . 

Se 7 e j' hanno segnu diverso, la (ormala pef 

integrale <M— ^U=Arc.LmBW— 

a : , ^o.VCp— 17 >") -i _.. «-. . i'ì'. 

fattori di a-i— rijc-f— ex' : in u( caio dando -a questo trinomio : 
la forma -p'+-tpqxcas,e.-i— g'x' suppQnghiiinqi ques»j}uinii- 

■i -<*-*-. - ........ . r .i Jipg^ ^ •*»"•' ^ 

ijft— cos.(3) 

-Ti — r; diventa ■ — ^ — — , ed ha per integrale 

post», l'aif - lagj»- .< ■*•' % : i'./f b-iiOÌ . fl-> 



f chiaro , che con le medesime ^osiituziom porri ren- 
dersi raiianale ogni formula , la quale non contenga che radi- 
oli celli fuma \ (u-i — òx-i e,*' 1 ). Così .sj FOtrà rendete sem- 
pre razionale la fòrmula x'^'jxltH-èx'-^Cf 1 ') 1 , se i ed 
i tono numeri inieri positivi o Regalivi: infatti ^posto x'=a la 

formuli diventi ~u ' 1 daÌai—Su+-~cu')' 1 , -la quale non con- - 

lieue che il solo radicale </(a->— £((■(— «i'},'' 

Cerchiamo ;nViso in liliali ca,i ?i fui ;;r.dir raiioiiale li 

ri [>*-4x") W , »f = -, ^(^f*) V* «rinii 

<(V= ^7" ' «fc (^T?) " e li jonì» formula 

diventerò j^"^*** '* " i '9* S™* 1 pW !ce E^-t 

era «aii,;r4ii(>n»iq;.t 1 )ne_b mte^ì* òj si[ * W "HW» 1 
-'^fàccia nella medesima; fòrmula: n4^ii7^i n :;''(,'.eViiy . 



render! laiionale rune leyolie, che — tiri un ngmtf» 

" t . " * 

Si abbia per esempio la formula Viifa+h') 1 , ove 
J>=I , 9=3 j , n=i , ed — eguale ad un minoro 
intera =1 . Onde per la prima uasforniaiione la formula di» 
tenicià«'rfu-p-. , ed il suo integrale sari -p p-f-c, cioè 



Si debba in secondo luogo ir 



luogo integrar* la dirTerenrjale 




So foue proposi» I» formula x* 1 dxf^^-^j^ , fac- 

'■ £.'■■■ 

1/1^", ed, 1 »— ^ . 



tuì raiionale, quando — ' sa'A un numero" intero.. Quindi, se 



Siccome, la' 'fononi» .v" 1 efa(a-t-i *") ' si poi ti.lune 
' mìonale. sitando -,o.— -t- £ «mìo numeri joietì può 



OigiiizMO/Coogle 



tendersi tallonali h fniianb v'" 1 d\- (a : -hx ") 1 , ti potrìr 
ejual me ilo ridurre alta mio riabilita la tu : ri n la più geuetale 

, * - tùOìyiSf")* i qualunque numeri interi il pren- 
dano- pSr per /J . Ma putiti tu ritrae li formula primi 

E. ■ ■ • 

x" VjfCit-t-Ji")? non si posti rendere razionale v pii" si 
1 winpre dalla lolegraiionc .di quesia fu dipendete 1' in- 
icgraiione dell'altri. Per" esporre 'qnesia tiduiione ;"toirSide- 

liaroo la fumione .t (m-ì* )*, ,il diculdiffetemiile essendo 

; - - : ; .-. £ 

' ' £ " 

sarà *"C+-**V ,'V<(ar-j/)' 



t 

:* inv«ce di jji scriviamo m— n , »viemo cjaitt" »lrt» ridu- 



(n— n)ja ' " 



Dunque all' integrale f x m t dx{a^-hx'-)1 sì poirì lidune 
£ 

l' intcgraiione di/** tt *™ , iZ*{<«+-** n )'j ep ;,ì gsnsrataen- 
te di/*"**" - '«frCfl-t-ì*")' - 

11 differenzile di x {tn-bx ) 1 pili anche poisi sot- 
>o fa tona, ( w - ^^>y ^'^^y'-- 

mj-i-nfjit-a) 

mj+-n(jn-;)' > • 

e ponendo p— j b luogo di j) 



Z i — 



Onde alla foraula /ir iv(a-i-i.v ) ti puS ridurre l'in* 

«graie della formula f% m ~' (tH-è*")? , e più generalinen- 

ie della formula. ft m V«((M-i* n )* . - i 
£ 

So ti diffcreuxialc di *"[«-**■"}? diamo finalmente la. 

fora» ax"~ X d^a-^x"^ +-X 6 x m *' n ~ t dx(*>-Ì#'} t . „ 
avremo ^ 

£ - 

L £ 



Abbiamo adunque ottenute sei ridiroonj, delle quali ci 
potremo al bisogno servile . Iì^^jt Im alle farmi? r,i) . Hi) , 
X.D), ed (E) conviene osservare che, quando il coefficiente 
della feconda formula integrale svanisce, la prima aramene uri 
integrale algebraico . Avremo infatti 

£ 

per (J) , se m=o, fx"~ 1 ii(a^ix n ) 1 



dx(a*-è.t J 




™°sf," i'.'.»"'™,, ». pi p ,i„i pi nm**- 



■t- -Attieni 

6.4.1 
Cd i ff gustale 
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.«ndo b .™r mra da ««hi. , 

'-V^S— - 

_ tei 
yV(,-»-)- 3-4 6.8....JÌ 3 -3-Ì.7.9-I.Ì-) 
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JL. dx — nel caso di k=i - Abbiamo in questo ea- 

f _ì-5-7— -(^Ó Hl'I'AI. mi h i 

veremo y , a & _ _ ^ y v (,_,>) 

» le fotntde J-^—^hór^xJ 




chi è la celebre formuli di raWiJ F« U .rtUifiuiiotie della 
circonferenia del cerchio . 

Quando le ;~c!i;v.;k irrji : .0!iili non 5. i 1 '-' ' 

ad»»» sostituzioni librare dai radicali, allora s, procura di 
ottenerne 1* integrale espressa pei Serie; e qui dobbUni i rara- 

I =do F 5 nello 
SS*»*. Sia ria.a «duwjuc la forala di fermale 
Xdx, e la quintili X ridona in serie sia della lottila 



;xj. t =cost.H 



r im-a»-t-i 

"ra^an-i-i 



x m ~ t dAfl^>^=if. Sia 
£ 

facciamo a ' =c ; sari dy=« 



V a > ga 0.1J.3J.O' 
avremo integrando 

\n ga m-i-n j.aj.a -m-i-in / 
la qual serie vi all' ratinilo , eccctruaro il caso di eguale 



a formula deve porsi sotro 



fucsia forpa ; dy=x dx(bx ■ — a) 

L „£»_, £ 



(j— £,~"\L,Ji,~" , PO'— 7Ja' > ~an_ 



s=b ì{91 8 | Ky-?K ?* . q s 

* \taq-*-np qh mj-Hii(p-ij) q.iq.b K mq-ì-n{p-ìq} J' 

St a e b .son numeri politivi , ti j/uò fare uso dell' un» e dell' 
altra serie- 

Z 

Li formula y^fc 1 * ' dx{a-t-ix") T può anche svolgerli 
in una serie con mi' alito metodo . Facciamo y^(m-Ìx n ) 9 ,^ _ 

« sari rf>=(a4Vy Idtf^V^^i*""^] , e 
quindi * m ~'dx~di(a+bx n )+J$^óx n ~' K dx.l>àiiiiàittT- 
ou la Serie che rappresenta il valore di ^ osserviamo, eh* 

r- ■ . JV, 

Quando * ivaniice , abbiamo dj— a'* dx=a 1 d% , 

cio£ i/j=- . Facciamo dunque 

, ¥ =J# m +£j^+Cx m *~"'-t-J>x m ~1 n +- ee., 
e «ri |=^*™~' HmV^-'H^ÌC*'"*' 1 "-' 
i- ee. ; sostituendo i quali valori nelP eqiiaaone . 
^.a*-lx"y^-n(p-t-q)lx"~ 1 j—qx' n ~ I '=o avremo ■ 

BijaJ;e^Mo'^n)ooJ* m ^ n ~M™^>0? oC * m ^ W ~ , '^« ( '= ( 
— q +- mqbA -1-(Hi-t-!t )qb3 

■Hi{fH-s)M . t-nljM-s)** 
«'«no U, * 



rtt: ■ ^Ibi^noippresso il vaio» dì t per una serie ascenden- 
te ; se vorremo averne una discenderne tonghiarao 

e uri jksfcAr* - " I +K\-B)J**~ n- 1 

4-tK-^an)C e *"~ an— ?4-«&, e sostituiti questi valori ne reni 

Mp*-<i)bA 1 y qa A -KvniaS" 

- J " : ■+-b(jh-j)W? +-n(jM-7;it? 

Paragonando il termine .v" 1 1 col termine a* 4 "" -1 avrem» 

X=m— n, e quindi J=: ■- ? ■ ■ , . 

(hi— nlj-t-niji-i-j) * 



quando (jrn-in)j4-n|p-i- ? )— o, cioi — ~ r , essi 

li termina, eS esprime l'integrale algc&ralco : della propósta dlP- 
tercniiale. L' ìiksso «:o:J: ilcIIì 1 seconda . Serie quando 
> sìa quando ™ =i . denotando i un sumero 
.raro posavo tinto nel primo caso die 'nel je- 
condo. L'urta; e l'alita. se:;e fai è soggetta ad un tue™-. 
Diente, che non; setrprq j,c [«mette uso,. -Poiché 'quando 



° m *— ia=a, non può usarsi la primi scile, né* U 
seconda può adoprar.i quando (m ~:n) ? ^ n (p-t- ? )= 0 , g i ac _ 
thè i termini diventano Maia. Vi è peri questo vantaggio 
che quando non possiamo ptsvalcrci di una , l' altri sicura- 
mente usar possiamo, se pure non ti combinasse nel medesi- 
mo tempo , che — ™- , ed ~*~ P - fossero numeri interi posi. 
iìtì. Ma siccome in questo caso avremmo qz=i , ] a differen- 
siale proposta sarebbe' raiionalc , e niuna difficoltà avrebbe la 
di lei integraiione. • \, 



_ Finora abb.amo iraitaio della integraiione delle diiTcrea- 
uali algebraicbe: passiamo adesso a considerar quelle , che so- 
no, affette dalle quantità trascendenti dipendenti daUonriimi. 
t dal circolo.' Simo X ed V funzioni algebriche di a e sia 
proposto d'integrare la diflerenuile Xdxlog.F. Sì .prenda pai 
le regole date l'integrale di Xdx , il quale sia Z, ed avremo 
fXdx\ at .V=Z\o t .r-j~~ , e cosi l'integratone sì rìdili- ' 
là ad una formula algebra! ca , te Z «ti algebraici o te ia- 
ti funuone di iog.F , Per dimostrare questa tidutione , che ti 
ci,™,,.! w.^-r,::^ fc , par! ^ ,j CSEClii £h;| c!senJa 
*.j,l\^Al,!.\: .VdAI, vice*™ „il VN—fUdN-i-fNdM , 
tAfMdff=aiN-[NdM. Sia data per esempio la diséren- 

»iil= *"rf*Iog.*; tiri Z=fx" dx= J ^-l, ed /^-~ 

= / TÓn*. eccettuato il caso din=-^-i (ra- 

«formaiione precedenti ci darà /A*Ìog.Ì ~' 

~ C+ ^{ b 8— 5~)1 «— * . «m» 
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Sia P una fusione di * , e si voglia trovar l' Iniettale 
della formuli dy=JP^^7' . Avremo ^Piòg^" 
~~"f-~^^ ' i e quindi le facciamo J~L=Q t a. 
ramo timilmentt Jll^i^'~ 1 ~QÌ^ n —' 

I j/~^ -lo B' 1 " 1 ■ roderemo innanzi nel]" inette 
maniera, e potremo avare i seguenti iutegrali , f-lÈL = Q t 

(3Plog.*' , =/']og.i n — neiog-j n " I +-n(B-i)ff^ H " 1 — ec. , 
B se n è un numero intero positivo , questo integrale avrti 
ina fotma finita . Si abbia per esempio la diffeteniiale 

«graie /* B,- ' i Ì*ìo£7' avrà la forma 

Conviene eccettuare il caso di n=o , nel quale la lolita ir» T 
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— -m-i 

Quando n f un numero frano, il precederne .uitgrale ci 
«ni esF«» di una serie infida ; f istesso accederà , quan- 
do n e negativo quantunque intero : ma m questi «si pua 
usarti il seguente metodo, che c insegna a ridurre 1 integra- 
tone della formula proposta a quella di un altra più sempU-. 
m. U diffeieniiale dy=^j si ponga iotto la forma 



i poiché / ' — ~ 



(n-tjlogjt 

Efi^TVcrìvre^'cootTnuaiido la medesimi tiduiìone 

3> P* ...... 

tn-Óioi^"" 1 ( n -.)("-=)I^ n ' 

*■ (n '— 1 j"ì*"&* ' '. ■ 

> di cercai Y integrale della formili» 



Sa per esempio proposte 
4 y — f - nel caso di n 



' ln-i)(a-a)(i»-3) hi ./ log.* 

Dipende adunque questi integraiione dalla formula j"^ ' [ 0 %x" ' 
la quale , pojio #*=(, diventa j^^' L ' ™"B raie * fl"*"' 
sia formala se assegnar si potesse, sarebbe ili un grandissimo - 
uso oclP Analisi : ma (inora con alcuno aitifiiio non si t po- 
tuto oueneie, e non se ne ha che V espressione per serie, CD' 
me vedienio in appresso. : 



Passando alle quantità esponenziali prendiamo. >d integra- 
re la formula a Xdx , ove X rappresenta una funiioiie di*. 

Avremo integrando per parti [a'xdx= - — — — fa X d.X e 

e ' log.o logjt' 

te facciamo dX—Xdx, avremo nella istessa maltiera 





poi,,,,. M, i. ««ri, ~Jo ,™„ ; 



f£é =c ""h -" «"io**' 

■> a" f»-t)(ii-.)£j» ( n -,)(- I - a )( n -jJ J[ n ^ 

. B^log.n"" 1 log-a""' /-A 

"■■ (n-iX-a)-"'* Ca-i )(«-»■•-' 7 * ' 

L'integrale adunque della formula — — dipende da quello del- 
la formula — — , il quale però in alcun modo non ai ti as- 
segnate in termini finiù - Mi ponendo 

14-xlog.n-t- ~ log-a* log.fl'+- te. in luogo di s' avremo 

j^-^=C*\o%.x*~xia%.a+-—,\o%.a t- ^ - . lng-n' -i-ec, 
• facendo a =3 otterremo 

ano le JmtOUUÌ 
: AàYEuUr, n< 

/arie serie conve: 

/£--.«■ 



Si vedano le Annotazioni del Sig. mascheroni al (Tato/o io- 
(egtafe dell* £uJer, nelle quali Egli insegna a determinare la 
tostante C in modo, che l'integrale ivanisca quando ^=0, 
iti per esprimere prossimamente il va- 
lore dì 



ove se P i fiiniinn» alfeliialii tli j, tulio >i rullici nll' in- 
tegrazione di una fjjiiiisla n!,,^-,r liei ..;"iL;nil;i!MHe punendo 
/XteP avremo f XJx^.^,s= P ^g.tm.x^j—^-^ , 

e cosi pure /Xi&Ang.iing^v=/ , Ang-tati6^e--^-j-^. 

Sii « un sugati, il ili ini ;tno , o b t-.i:genie, ec. sia 
una fuiiiiosi-j ili in icsiio the zi jb'iia t'?—ptlx, osi deb- 
bi integrar la formula rf}=A> n i/*. Sii [Xdx~P, ed avremo 
intornivi p;r pini }—Q n P- ufy ~ Pptlx; similmente , se 
. fP P J>. = Q , iati /-/' PpJx- t , n ~'Q-tit-i)fy''~*Qp<Ix , 
a posto JQpdx=:R sarà anso™ fo"~ 3 Qpdx 
=<t''~~*Jl—(.n—i)pt"~ ) jipdx. In tal miniera si abbasse- 
rà con tinnirne me li pwetvia di rp, finché pi si giunga ad 
uni formula lifcsra. i:'l'-.t*o (l.iil' angolo p : lo die 'LT.ptc acca- 
de ri , se n fari \m nn.r.-ro intero positivo, e se >i pomi; no 
assegnare gì' integrali fX<U=P , fPpix=Q , fQpdx=B , ec. 
Sia per esempio p un negalo del sono x, cioÈ rfip= ^-" 

a si debba integrar la fot mula ^"nV.Saitp= ^— i y X=I, 



i'"iix=C-t-<f'x^n>j/'~ 'v(i— i*>~nCn— i)?" -1 * 

Da qvteste formuli , ov* entrano gli angoli dati per i se- 
ni, ec. passiamo alle inverse, che coni preti dono seni , coseni, 
te. di angoli i ed in primo luogo cerchiamo l'integrale dell» 
formula n^sen.*™ . Avremo integrando per parti /Spien-fl 
=— seinp" - 1 .cos.p4-(n— iyitcsen.p' l ~' i .cos.9 , e ponen- 
do i— sen-T in luogo di cos.qj 

= — sen.?" 1 eos.jl-Cn— i^^cn.o" 3 ^ — (n- 1 seii.p'* , 
e quindi fdpscn.q" ' suii.f> n 'sos.jn-"- '^^en.tp 1 . 

NeU'btesu maniera (roveremo /H*™^" -3 
= ^ r seZ?"^'eo S ,p+--^/y ( p^ n ~ 4 ,/rf, 15 eTl^ n- '* . 



l "V*)(*-*X«-0 a*** J 

{-.-■>(» -})(" " 5) 1 . 

e nel caso di M dispari 



DiajMM &/Cl 



/J^=C--^ "(n-n( w-ìXr'-5)t 

t»-*-*-^) 

te in queste formule facciimo <P=<)o'— * . «remo il valoi. 
della quintili — jìtfcot-f ■ 
* Se popghiimo [a di Itoti mia le il^en.p m .io^ n sotto li 

firmi ffiM"" 'rfpséii-f'"'™-»' i ' cl,ia[a 1,18 ivremo [pregni n T 

ni n i B-k-iU — n— I 

do per patii /Jfam.p .cos.s ==— — «nfl 
, ___m+-» n— a j w\r*-. fH-F 

^—-fdt^p'-coif (j— cos-p*), e quindi 
/d$sen.(p .cos.fi s=~^sea.p .cos.p 
+. — sei^.cosTf" *. Per meno di questa tiduiione 
la formuli proposti si lidutri id avere poresrl pifi semplici di 
cos.p ; in modo chs finalmente o coi.? mandici! afTiiw, o 
tàti «OTitò alla mirto ooiema, nei qua! caso )' integrinone 

m , _-»n 

con hi diflìcolrS, essendo /aipscn^ JXHJ^^^sa.f '. .- 
Anìi snttìruendo successivamente in quella riduiipno il wrlnre 
1 ' ingenerale nei rato di fi 



e «1 aio ài n dispari 



— • — _ , ._ . ____ Paija£da,i X^ooglij 



mùn&j~~~ =|-log.~^= ~I"B- j^^* 1 L'integrale della 
e dai logaiilmi. A- 




=Iog.tang.( 4 5°-H- 0 ), 



— — =— Jog C05.5=/c/illllg.l , 



i-fa— */-^™-^-\. e :tf* ci; " 

di si deduce ficilaienle ne] ca«> di m disrari 



jf^-J._L,'A = ^--^y£: 



«>fi, o o<Ì ci diri per integrale un angolo o un logaritmo . 
«..OH— 

— — -r^-— Arc.ljng. -^r-r^fr, i nel «50 di a<L* si otterrà 
Vlo — fi ) V(a —fi 1 

f *_= « .'Ad O10 ,b- 
J fli-icos.if ^ V(**— Bj fi v(fi — 



*)li^OM.q»)-(»-*K'-««*) 



-.Nelca*onÌB<4mi 



L ■■. rr-Are^OS. 1 ; -.nei esso e umbm / 7- 

^V(n'— fi') a-t-fico!.? Jo-t-Ìcos+ 

I ■ V[(fr4- a)( n-BH-riJ-t- VRi— a)(i -tOM »)] 

~ D8 V[(Ì4-aX 1 -t-cos.f )}-• v'Ri-aX ■— 

-V(fi'-a") lg ai-bm^f 
Tatto II. B ■ 



jf.i-t-cos.ip H-COS.? "i Y 



o per integrale -y log-— 



a-i-4cos.it . 



s.ol"" 1 -^la- 



di a morivo di sen.p =i — eos.ip , 
{n— i ) Jb4-Ba~c-t-(Ja-ì-I! fa- Co— e) cos. $> 
(n— ^A-t-aiccs.*' =o'. 



per meno della quale giungeremo finalmente alla formuli 
/I_^ì — il di cui valore è noto. E' ili somma utiliiì l'e- 
[ptimere.in serie i' integrale rlclle precederli fi;i:v,u'c . ir.n r..,[ 
per servire alla brevità rimetieremo i risiiti leggitori al Cu/- 
co/o Integrale del Sig. ZVer. . . 



dìflérenia finita x — a , 

Se poi i diminuisce della • medesima differema x — a, avie- 



ed indicando per M', M" , te , A' , J" , et i valori i 
' ti ad x—e , a", te, avremo quest 



^Ué^D^U ec 



a J.3 2.J.4 

Sommando lune qiiosi' equaiioni, e supponendo, che le diffs- 



y=Jf+-iU+-^V^" .... *-»+- —^St-S'-i-S".... +-'q) 



ST =M *~JC (a -a 

ju"=]W*-A"or- a 'yjj" 



i 1.3 a.3.* 



c quindi ti tkawk 
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I3J 

y=M+--(.4 W*4- A".. . .p) ^(*VJ»"+-J™ . . . .-t-j) 

t-^(ftfvr,«K l --(8 , +i)Vff' , .,.ti) J -(t. 

l.ja> 1-J.4»* 
Prendendo un medio aritmeiico ira questi due vaioli di y i- 

+■ rp( c ^ cVc "- ■ ■ ■ v) 

H — -jC . . . 4-1— ~-\ 

e questo valoie di Jf sua .tanto più convergente , quanto pili 

aosiio arbitrio, è chiaro, che potremo con questo metodo ot- 

Sia proposto per esempio di esprimere prossimamente il 
logaritmo di u» liumeio qualunque Avremo in questo ca- 
io .1=^^- , il quale integrale si prenda in modo'che sva- 
nisci, quartdo a=i • Sari perciò a=i, V^,p=~ .,' ./ 
J=— ^, r=^i , et, e quindi 



_• _i _i _i _x -i 



'Ì3 

A, B, C, ce. diventi infinita , semi chi II valore .il 3/ sii 
•anch'esso infinito. In tal caso, quantunque l'integrate sii 
possibile, non ci verrà tapptese Malo dalla nostra formula; ma 
a quesio incnr.vLj'.'L^ii:^ pur.'; F 1 '- jj ■■ i-...-l-> umiliante qualche 
adattala sostituitone. Cosi per esempio , se abbiamo 
S=(— , ove l<m, la qual formula ci dì il valore 

Jit-xf" ■ 

di ^ infinito, quando x—b : facciamo b—x-.^ 1 , e suppo- 



do cioè quando ^= 



eolissima non porterà ieco alcuna difficoltà . Sii data pur e- 
iempio la formula !/—J ^^y^^ ; y della co ' metódó'ft- 
tegnato di sopra si abbia il valore da x=±a fino ad 
. as=i — . — . Per averne 1" integrale da x~i — fino ad x=b 
li faccia u'i e si avri la formula 

Essima diventa ~ a4 ^( , „ l ' 4 4 JJ 1 31*"";); "" e 8 Tlle dl 
essa-priso in modo che svanisca quando « è =0 sì noveri 

"* -iS-^ w --76?^r 4 " s - • Mc:, ° ^ 

, sarà !-^f I+-4- *i il «loie di jr da 



- lino ad x=b, e questo sari lanio più essilo, qu; 
più grande ii prendesi li qnaurki * . 

CAPITOLO IL 

Dilla ìntrg!t:-Kì;s c';J." equazioni differenziali ia 

generale . 



D i&ieìiiiarcilo una eqmiioie qi.aUnqLe finita Z=o rra le 
variabili * ed » avreno ni e:ui. ; ^-t li-.fitttaiii'.t deprimo 
orario Pd.-Qd, o,e viceversa Z -o .art |* integrale della 
«quajione /*rfti-(i i, =o. Ma accio Z-=-o eia un ic.tegrjle 
cr,n;ie;i de".!' cq .ii :ir.c H.-firei i -ile , due temencre una so - 
tao*. a:b:i;at». che r.mi li itovi udì cqiui-asa di'iim ■u.li , 
la quale può essere svanita .reduce ;a d ITefriitij)»!* , o- 
lendl la medesimi cosa il d i Terni lille Ó, Z .e qjc.lo di Z-io , 

Z+-a\^-b=o, differemiando avremo dZ^a(*=o, e'dirTeren- 
liando di nuovo itila ipoicsi di dx costanti avremo 1' equa- 
lione del second' ordine d'Z=o. Quindi l'integrale compi e- 

seennd' ordine , o eia l'integrale primo completo deve conte- 
nere una costante arbitraria, l'integrile secondo completo, 
che in questo «so e 1' ultimo , il quale si chiama ancora in- 
tegrale finito completo, deve contenere due collanti arbitra- 
rie . Similmente se difie remiamo tre volte l'equaiione 
ìti-ax'-t-òx-ì-e=t> supponendo sempre d.v costante, avremo i." 
dZ-t-iaxdx*-bdx—o , i-° d l Z*-ta4x'=t> t ).' rf'Z=o. Dun- 
que P integrale primo compierò di una eqnaiìone del tera' or- 
dine deve contenere una costante arbitraria , due ne deie com- 
prendere l'integrale tecoudo , e tre l'integrale finito compie- 



Irà™ . ■ vii '. i'i-avH (•— o. Si oistrvi fin d'ar!e>. , , ti. e 
nell' integrars cnnvien sempre aggiungete le necessarie costan- 
ti , nè alcuna operatione si deve eseguire tuli' eqtiaiioni in- 
tegrali prima di averle compieiaie . 

Se in uno integrila completo si fatino una o più costati- 
li eguali a aero , 0 all'infinito , a a qualunque mimerò de- 
lerminato, si avrà ciò clic si nWum un inorile particolare. 
Quindi da un' ince rile c n;ij-k-:o ni qualunque ordine si po- 
. iranno dedurre immiti imejj-jli p"i-"l:'ri 'l*-' 1 medssira' orni- 
ne. Non si deve però credere, die Quando una . cquniom 



ll'Mie ili Premiale, e-sa ne sia sempre un integrale [■■.irtic-ill- 
Te, poiché ha osservato il S'g. Eukr il prtmo, che si danno 
alcune re latin ni , le quali soddisfanno all' equazioni djfferen- 
liali, sema esser comprese nell'integrale completo. Cosi all' 

equaiione dy=^0~^¥~^ loddistì requaiione 
.Jt'-f-j'— a*=o ; contuttociò non è questo un integrale par- 
lìcolare, perche non può ad esso ridursi l' integrale completo 
j==C*7V(>+-y*— «*), qualunque valore si dia alla costante 
arbitraria c. Queste relaiioiii , che loddisfattno all'equaiiani 
aiff=renuali, e non soli comprese nell' integrale completo, la 
chiameremo soluzioni particolari. _ .. : 

Sia data tra le variabili x ed y , e la costante arbitraria 
a 1" «quattone finita Z=o , la quale difiereniiata ci dia l' equi" 
rione P=o ; con le due equaiioni Z=o, e P=o si eJimi- 
ui a , e si otterrà l'equiiione Q=o , che ha per integrale 

Tomo II, S 



evalione ha per integrale completo ti proponi* 

-i-ax-^i' —o . La medesima proposi* è un'integrale pini- 
colare dall' cquaiione S'.'.v ì -i.ì — o , perchè non contiene al- 
cuni nuova costarne , e perchè è compresa nell" integrai* com- 
pleto B.'-r)'+Ì=l. 

Si abbia adesso una equajione finita Z=o tra le varia- 
bili Jt ed y, e le due costimi indeterminate o e*. Difieren- 
liandol* due volte avremo P=o equaiione difiereniiale del 
prim' ordine, e P'=o equaiione diifereniiale del second'or- 



prim' ordine, cioè Qy°> ?'=o^« ì' ihiegiale c 

liiuinaio ~ da essj, il resultato sità l'integrale 
pleto. Sia per esempio ^=^i■^-iy-l-y , ; avremo dil 
do due volte nella ipotesi di dx cosnnie P=ndx-t-bd</**i$dy , 
e P'—(Si-iy)d'y~nd/' . Eliminando prima a poi * mediati- 
le l'equiiìoni Z—o. P=o avremo Q=(hx+-u?)dy 
— lh-<-y')dx, e Q'=:'aK—y')fy—aydx; eliminando a e * 
mediante 1* equaiioni Z=o , P=o , P'—a avremo l F equaiio- 
Ite txify' — lydxdy'—y'dxd't)=o , la quile ha due- integra- 
li completi dell'ordine prossimamente inferiore, cioè 
@x+~ixy)dy— (3jh— t )dx=o , (aar— y')dy— a\dx=o , e 
l'integrale eompleto finito «^t-iy-t-?*— . Se con le due 

equiiioni Q=o, e ^«elirainuinicf^, ne oittnema 
«*y+-6y'+-y'=o , àot o;=s, o cwf+-£>r- r - ii .*=e» ; il pti- 
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no è un integrile particolare, il secondo ì l'integrale coni' 

lino. 

Sia dati ancora reijuajione Z=o tra le medesime va- 
riabiii x e,t ij e le ire tonanti arbitrarie a, i, te. fiifFe- 

P"~o: mediante le ite equazioni Z— o, P=Q, e P—o, 
li eliminino prima " e b , poi b e c , e fìnalmenre a e c , ■ 
ne nasceranno le tic cqualioni dinéremiali del second' ordine 
p=o , (>'— o . (?"— 0 p ciascuna delle quali conterrà una di- 



ne verrò l'equazione del ieri' ordine R~Q; ed È chiaro che 
questa evalione ha i Ire integrali pruni compierà Q=o , 
Q'=o, Q"=q, e l' integtale finito completo Z=0 : e me- 
diante i Ite integtali primi potremo eliminando ^ e ^ giun. 

fere all'integrile finito. 

Ceretal-reste |..s'.ie q -je ej.ia/ior.e J ffe;e-i : /e de7n-.li- 
ne n bi un numero a d' integrali (oir.pleii dell'Ardite n — 1 , 
fer meno de' q^ai; porremo sresm irovaie I" hregrale riniio 
toTipleio, che e uno silo, q.ar.utr.que r-o«i presentirsi sono 
mfn/t Crine diu:ie . y .ina 11 ? r..:;.z lo t:m -. r.eve a! 
Sig, follatoli. 



aioni traieendeud , li porranno que 
liorje eLxl-.iie. Sii per esempio j = 



A = ' *^ 3 '°8- 0= '°i!jÌrj ' c differenziando 

aye P e Q ton funzioni algebriche di » e di y ; avremo 



DigitizGd &/ Google 





della pi alia mJfeieniiale . .Quindi posio ^—p , ^=9. 

B i ed y, nella quale di e supposti covante, avrl la l'orni» 

-^--f-jl/^o, essendo jV fumione di X, y, J>, J , r, ec. 
ri*" 



«aio supposta costarne , si potrà nel modo seguente «tee, 

sfaccii, e ne sìa l'integrale compleio. Siccome aleiltvdilftMn. 
iia!e non è slato supporlo costarne , è in nostri liberti di 
suppor cosiamo quel difTcretnialc , che pi:! ti piata ; quindi 
citm^ic enervare , se rrc:i diversi tiirVjri'Dii^i costanti no 
risulti il medesimo rapporta tra le variabili . Se tuiesto.non av- 
venir, sari un segno, sicuro clic non esine alcuna equiuone, 
la quale sia l'integrale della proposti. Dal» -periamo mia tal' 
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ciò si osservi se l' equazione, che ne nasce , combina con la pro- 
posta : se onesto succede , l'equazione e'priiiier.i un ,|. ■Terni- il 
rapporto uà X ed y ; ailrinu-ui itti,; vi s.i;i JÌaiiia e.;. ji;c 
che sia ii.tfgr.ile cci-rlsio <L!l.i propoli. Si siibia fir c^i-i-i.i 
l' eijituiiìjis x^-Q,r :r . RdxU^J.,dx-ì-Tdy--=, a , in cui 
iii-.m iliirtitv.ilV.i è impano costarne. Facciamo colante dx , 
ed avremo t?(('jH-A6;'-f-S(iv,/ r +_rJv'=o ; e tiducenito di 
nuovo questa equazione a non contenere alcun differenziale 
costante, scrivendo cioè fj—Mjt in [lltgn di d y _ 0[[er . 

remo — ~~ ->-Qcrs-*-Sdx , -i^Sd><Ji/^Tdf=a . Acciò quer 
Ha equazione corallini con la propesa, convien che sia 

7"lt7' CÌ0Ì f**?*f=o ■: Se ciò avrà luogo, l'Equa- 
zione proposta immetterà un iute frale , o sia una rela/i' tic 
le si supponga costante . Qui però convien distinguere due ca- 
si ; o i attualmente P= — o sia questa equazione iden- 
tica: o pure l'equazione Pdx+-'Qdy=a sussisterà nel meilcsi- 
mo tempo che la proposta , cioè re sarà un integrale . palli- 
solare perù, pcrciiì non contieni alcuna costante arbitraria. 
In questo ultimo ca>o fi potrà avere jlicV.s Mi W.Kff. ile finito 
F-irticulare senza il soccorso del Calcola Iniziai-. Ita.n ,!.;'. 
icrcr U ];n.i.! I-' u :i:..:iu].c />dx*-Q,/y=o avremo F<fx4-Qd'y 
-t-dPdx+-dQd; -~0 , .e sninaci-.riu cucita t.y.ijii ii.c dallj f To- 
rciti ottenerne lid^-rSdi^.^Tjj—dP-Jx-, JQJy , ove po- 



tremo eliminare i dinereniiali ponendo rfj= — ~Ó~' Dilucidia- 

S -ilt.h' — o, 

la quale ci dì P,!x=-->dxdj , e 'Jd'. — -.tdxJy: sarà "dunque 
l'equazione l>dx*-Qdy=o identica, e perciò la proposta am- 
metterà un integrale completo. 

Si abhia in secondo luogo l' eqnaiione x'd*x*-x'yd\y 

vetri che sia x'dx+-i'ydu= u , cioè ir/.i +--dy—o , e sicco- 
me questa equazione nuli è itici, uc; , vediamo se soddisfi alla 
!>;■■(■. Differenziando abbiamo .ul'x— ilx'->-t/d'y-i-dy'=a , 
e sottraendo questa equaiione moltiplicata per x' dalla pro- 
posta avremo a' — v' — x'—o . Ora poiché l'equazione 
**+-jr'=a' combina eoo l'altra xdx+-ydi/=o , sarà un inte- 
grale particolare della proposta- > 
Sia finalmente data I' eqnaiione xd' n-yd'y-t-dx' —0 , 
la quale sarà integrabile se xix-i-yt!y=o ■ Questa equaiione 
diflcreniiata ci darà /cd'n-dx'+-yd'yì-dy'—o , e quindi dj= o, 
cioè j- costante, lo che non può aver luogo. Dunque non 
esisti skuiia [dj-.icne tra x e.l 1/ , che so;l,:is!ar.cia ali' equa- 
limi: data . 0--CIVJSÌC11Ì simili si faranno , se l' equazioni com- 
prenderanno un più gran numera <ii variabili . Ma in la! cnso 
l'equazione polii non ammettete un integrale, quantunque 
in essa un qualche diffeteniiale sia costante, come adesso ve- 

IJJ. 

Sia dita una equaiione differenziale del prim' ordine ir» 
le' variabili x,y,<(, ec. della forma Jdx+-Bdyt-Cdì+- ec. =0 ; 
e se questa equazione ammetterà un integrale , vi satà sempre 
un fattore J funzione finita delle variabili x , g, 7 , ec, pel 
quale moltiplicata l' equaiione proposta diventerà una differenziale 
esatta . Infatti sia T~a l'integrale della proposta, e da questa 
equaiione dflTereniiaia ne nasca dT=Pdx+Qdy-R Jj-t- ec. =oi 



Ora se esiste una evalione finita Ji—o , che sodi 
la proponi y=t>, diflereniiata 1* equaiioiìe S=o 

ne identica, cioè diventerà =o il sccnii:!o «lembn 
<.i\l~.iT. a i.::.i\rv.'' : rinomo li i-^r.C'bia v-.iir.Li:.^ 
a lero i [-Timi membri di quest' eiiuiiLor.! . i quali 
seie idcniici con i secondi . Quindi avremo 



, anun.111; vi 51 sosiumscc 11 valore di p ricavato dall' eva- 
lione ¥=0. Quindi eliminando F avremo 1* equaitoni di con- 

le quali saranno tante dì numero, quanto è. il numero delle 
variabili meno due . Quesl' equazioni di condiiione combina- 
te con la proposta devono essere identiche, accio c=--j >:a ir.- 
legrabile , cioè, affinchè esìsta utvi equazione finita che vi sod- 



e , eoe quesr equazioni ai caiiajuviH uun 
ie identiche, ma richiedano per esserlo ol- 



C=as non entrano 'eostanti diverse da quelle delia proposta 
Se poi non soddisfacesse alla proposta , questa non aramene 
rebbe integrale, ni pur particolare. 

Discendiamo ad ira caso speciale , < sia proposta [' equi 
aione ira ire vaiiaLi!! V-- -Adx-.-ndy^Cb^a , ove A, B , : 
seno funaioli! di -v , ij , e j . Ponendo dy=pdit , dj=p'dr ; 
tremo V=Ui-Bp-i-Cp'-}dx , e quindi ^(t) 

ciò l'equazione di condiiione sari 
■ la quale, jotliluiio il valore di Bp^—A—Cp, diventerà 

e questa equazione de»* «sere idetHica , 'percKè"la'piCT>osta am- 
metta un'. integrale compierò, o deve alta pc-cosla loddisfiB. 
fercftù questa abbia un' integrale particola™; ■ ' \;J 

Sia data per esempio !' equazione dat-i— dy-t — d{=t> ; a- 

(^) =0 * Sostituiti quesù valori 1" cquaiiont 

rumo //. t 



Digiiized B/ Google 



quagitirie ili condizione sarà ^ — y — , la quale slcco- 
lon 4 identica , convien vedere , se soddisfa alla proposta , 
chi questo succede , h piopo>ta avrà per integrale par- 

Finllraentfsia darà V ern.arione ^ 3 *-jdM^=o ; Te- 



legralA y ^ ^ ■ 

Y=A+B <ì -jt-*-éì-^D d ^=<> . cioè. .V=A+~Bp*-Cp'*-Dp w . 
iio»i di condaione «animo . ... 
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le quali, limilo' il valore ili B/i~—.J— Cp'~ J}j," -divcri- 

e ijiictte Jevolio e--se;e Identiche . Ma siccome le quariiitì" 
J„ B , Cu D non coliteli jiono ni />' ne convelli , che 
nano eguali a ic-j i tu: i.n-.i n-oliiplicatì per ;/ e rer p' . 
Quindi aviemo le Ira equaiionl . ' * ' 



t£]-"É]-[&-° 1 

devono iwrt identiche , « vi si toirftUiSce il valore di m' 
dedotto dall' equaiionc ¥— o . Perciò eliminando avremo 
1' eqttaiiono 

che dev'ersero identica toititaito il valore di tu', perche li 
proposta sia ime-gizibì le , e la prapcvu sùiìi sicuramente inte- 
grabile, allorché l'conuinne (c) avrà luogo. Poiché se non 
fosse integrabile , non sarebbero identiche 1' equazioni (n] , e 
quindi uè pure la li) , cioè non esisterebbe un valore di F, 
e perciò ni pure di ^ , il quale soddisfacesse ad ambe I' e- 
quaiioni (4) , e 1' etiuiiione (e), che risulto da! paragone dei 
due valori di , non sarebbe identica . Adesso, poiché 
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tiriti quagli v»!oii , I' equazione (f) diventai 

la quale È lealmente identica , se facciamo F—Am^B. 
t'crmu.i t|.l[;1lìv,i|uc equazione dirTeTctiiialc tra due V 
Aix*-Bdg=Q È sempre integrabile . 



.f— ,ff/> , e q'.iiiuìi P fui il .i^'.;i;:!iis["re; l:-,c irrnic b j>ra- 
fiKU ÌL-,'.;f jbi!e , il ijn/ ju.ie -arii una iuniiune di 

\ I "n, perchè 

«ili j;-u:ic q'jal.mrjnc sia iliicg.J'H; . •>'.■ / ^ o una cqui- 
lionc r!i qualunque ordine iva !.: vi-ìLì^l x. y, s; , u , ec. 
essendo dx costante ; se essa artimone "u integrale dell' ordì- 



■e inferiore, ri sul uni funiione F tate , clic FF ita una 

ec. d^= F \lx, ilp-=</ e. ■;. Vi-, ^"~fd.v,K. avre- 
mo le segnemi «naiiimi di eonduioras 




le quali «ranno tante, quanto il numero dette > variabili x , y, 
aj, u , ec. meno una, e quesi" equazioni dovranno essere iden- 
tiche . Le medesime cquaiioni facendo 

dr=M<tx4-N &fi-'p dp +-Q dq +■ ec. 

4-iV ,f ì H-P'd / >'+-?'^'-t- ec. 
+-A"da-t-/ , 'Vo"+-e"ii("-t- ec 

Iiatiemo metterle sotto la forma seguente; 





c , te. . « in luogo di i , p , q . «• rone™ ">P -9 • 
u , e co;! io ucuito. Oh, imi ■ ■. I enuaiium jcecedco:! 

a*' 

devono essere idcnlichi, se fecciumi V~o,-^=o, 



■ , ce. , nel qual caso il secondo metnbio di esis st*- 
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c liti ditTi/iniialo «iuwìjili;. 



(0 Jjr^B^e^-B d ^=<, 




(6^y+-6/^i^)Ft-(3-*-3p'+ ; M>''-Hw')j£ 

.d'F 
df d'F 



(6/i j> '</' ~- ó]i' i] ■ - : »r — ut- 1 $P '*) F 

*-^-ìp'-*-ÌPP" ■'-ìV'i— 3*7— H/''?);£=° ■ 

! questa eqnaiio- 
ore di q e di r 
ricavato dall' equazione ^0,1—=^—^—^/^ 
-;ffVjj-o ; e siccome ciò succede , ne segue, che !a prò- 

r >■ ■ ■ ■ 1 ■ ■ 1 ■ 

(J^l-IlXv'^-,■VA^^■■-^■Jr'^ 1 --!-.vi/v'-^-Jl^^'^-a7d' 1 y■l-J^rf'^=o , 
™'™> ' >''■'■/' ■:■■,!' ■ ' iy ■ r v;y .ri- 

P'-^Ì^Jp, Q-'\\ e l'V«ìotìi di^iaiiione^ranno' 

ed eliminando ~ avremo (*+^p"+jp)Kso . Questa equi- 
ilone non è Usuile», onde la proposti non può completamen- 
te integrarsi ; ma poiché [' equaiioM m-jp'*yp=o vi soddi- 
sfi , ne sari un' integrale pari i colare . 



Venghiamo ade-™ a cercar la eondiiioni , che devono i- 
>er borro, perchè una c-iiuifi-u iinak'na;;; possi ammeuere 
;in' iniziale .li pili urJiui inliiiisii. Sii ^---o uni enu.iiuiie 
,i:!ig-:.'iii!o 113 le variabili x , y , ^, ce. , la quale i!:i:ki;'iici- 
!i per un faiiore F divenga integrabile j avremo per la V1-. 
ilsbile ìj V equaiiane di condizione 



che, la pulitili Fi" sl: -j mia diircnraii ili essila — <lT'. Sup- 
COTigiiijiTiu adc«n , clic 1' c-, pi j, -iurte ('— c n„->l tir! iena rei 
fanore t" divenga imegrabil*, ed avremo fa la variabile Jl 

ed un' alrra simile per le altre variabili oc. Ma es- 

sendo FV~dV , abbiamo per ciò, che inscBiiarr.T.o nel Cai- 
.:-h U irli re ii! ia le , 



"OigSzcd 'bTG ÌSog le 




rf^"" 

( c ) 









[' c.|i;si : . 
f :.:i'i-r.1 

imi ti j e 
l'irai 


ehticne particolare ira le variili 
>:ì in.' interi le pariicol»re della 
irà. Corniciando col medesimo 
ni di condiiione , che devono a 
a rumeni un' integrile di un' ord 
cosi in sepnìto . la ricerca di que 
deve al Sìg. Mi'rchese di Coni 

IK cfài SifrVuJif™ e fORMilM 


liche lìchimleranno 

iròposl», se ad cX 

er lungo , perchè la 
ne inferiore di ne 
a" equazioni di con- 






„,•,,.,*„„. 


ove />= 
AH: 1.1 n>) 


-W'-l-ìp*-p'*ÌQ=xt-y>', ?= 


ìt-jV. <?=-&• 


graie ci 




, « è ancora su- 
lle 11' equazioni ]c} 



[(ì-*-3i.'-t-3p"- J - JT! ')P t -tM*aw'J^]''+<«-W')^=o 

ed eliminando avremo 

la qua" c-i:s;.cne c?]i:ì.]i;iu con li p(iftis!i tornilo identi- 
ca , ne segue, che la proposi! Mnrceue un' integrale finii» 




134- 

VjH' ; ; M i -■ ' V. i in! ni;': cw" tljSjia-K.n SUfpnstO , Chi 

la pjicnti ils'p;ù diìTiL-ciKiili sia sempre I' nuiiJ : e:ì in- 
ù::i q-.ui'.iii'i-.'.a lamblie ii [l-l'iriv.ii , i j-ìù a.1 li !Ì:iì'.:rei-.i;.!;L 
H;.mr.'i sanile li;i;:.iì. - ; c Viti j ilio Simo li.ne i-qiìjiioiii, ik!- 
Is ijuali i pili a. ti diri: resi <•.;.■! il - Min claviti ad ima paterna 



(sione Hi questa forra» 
lf , r >,Ua ]'!ir«i«»li- 



le. S.Miwendo i viluri di »' e dT a rilavati da!!' et[uai 
a « _ 8*-Vf . , 

3- 0 4- «hfMIMTaiHf^MW^I 



■o i valori di p\ q , e q nella primi e secondi 
Rp' — ìTp-t-P=a 

(ìiF'-QH'y-iiTr-QRTlp-QT'-iìS'-iSTr^a; 
iJ di mina lido p oticrtemo [' c.-iuaiione di condiiione cercai 
PV-PQIÌ->-QT'-i-IÌ$'->-iSTV=o, 

. _ pr*-Qr+-iSTF 
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Àbi 



c le cmi'ìiiioiii , che devono aver luogo , 
porcile i equazioni ditTercm.iali f-ier.a incaci, ili : adtssn pele- 
remo ad esporte i metodi j-iitu'ijv.li ,. cho sai stati immillati 
per i' attuala integrazione, ed in primo lungo pieiidercnló a 
considerile in qr.aLnqjo ordino :-ue\Y equazioni , cV.c ch:;.mij- 

pos5ono P alla iniigraìione . Mediani e" le salini. ■i.,v,i ^— r, 
dp=qtìx, liq—iììx, ilr—sdx, ds=ldv , J/=HdV, ec. tutte 
1' equazioni sì riducono a quantità finite , e le Cjine- generali 

r=funi. (r, _t, ' ), ce. L'e'qujti'ni' fili ierr.pl d ', che 
prendiamo ini marcie, in '];i;=to C7 ut i t.i'. > siili ii-cilc , nelle 
quali una de!!; imam::! .v, ',,,»,}, r. ce. è iiir,7Ìo;ie ci 
una sola delle aitie- ^- i;iìi-ai problema al di la del second' 
o:d;ue può ri'iilversi cjur.ci n l.r.-- !i1 -■ : lidi d. ninne scovrerfDVO 
quei casi, ne' [jmjjì 1' ir.; cerali? ne r.jcccdc . Il pif; s-cirplice ca- 
so particolare di questo problema 6. quello, in cui ima delle 
quantità p, j, r, ec. i uro, cbi allorché i- data I' cqiiitio- 

ne ^-=^=o, e dalle cose precedenti ftcilmente apparisce , che 

il di lei integrale completo sari còsi espresso ; ymAx 
-¥~Bx n ~' 1 -i-Cx"~ 3 ....+-jtfjr+- J y, 911. J, £,C,...J9 

tono n costanti arbitrarie. - - ' ' a 

Toma II. 



i secondo luogo q^X; 
jvrmJ qdx=dp=XJx, e V i.niì i>~fX,/v, pd-.=d.=dxfXdx, 
ti J--fhfX,lx. . o 'il mScrn^o r <:r P"» r~>JXdx-fXxdx. 
S c io 1C ; :n l^fo >_- A" , ..uà .■,r l ---rf r rA«;, . C J^rf!, 
fdx^dp^dxfXdx, e p=f.ixfXJv^x]Xdx-]Xx<ix , s final- 
mente y=#rfw *=-x'J2dx^fXxdx*--.fXx'dx . Similmen- 
te per Ì casi di /==I , e f=JT avremo respetlfiirteBW 

v^li'/rrf*— ipà'iii , ed 

?^±x t pldx-jx ! [Xrd*^x'fXx'dx-±xfXx'dx 

■■^—IXx'dx . 

■ °+ .- 1 

E' chiara la legge , con cui queste formule progrediscono , e 
d"v 

« vede, che generalmente I' integrale dell' equaiione — —X 
dx" 

, T 4. . ,' (ri-.)>=* n— '/Ttd- ì ìx"~ 3 fXxd3, 
ove le cosUDiì arbitrarie son comprese negli n segni somma- 
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Se con te lettere grandi Y , P, Q, et indichiamo firn- 
lioni qualunque delle comspondenti l.'iicrc piccole y , p-, rj, ec, 
gli alni casi , ne', pali V jniejiaiioiie Succede , ti riducono ai 
tegnenti; p=7, J— 1' , T^~s=Ii, t=S, et., e g=Y, 
i—P, s—Q , i=Ji , te. IrtconUDCiando dilla prima terie , se 

ncll' equaiioue p=Y ponghisraO il Valore di J"=^[i avremo 
i&==*. « quindi x~J~. La WCpno» equaiione J=/", 

, „.,i„ jì ,,t,d^ ; ,y<=,.i,.^Ni^, 
«* '™ff- f=ftjr • "'• ■*• 11 ™"' lni ' *' ' "■ 

no deismi naie per .1 kjl1:ui;ìiì j>. I.' equaiìune r=Q ci di 

nalnume ^ = J~Q'j~^Q~ ' ^ e " 1 me ^ es "P* miniera per l'o- 
,™ ,=* „„„„ r-J-jj-.^J-iJ-jrj-jr • 

Si debba per esempio integrar .equazione ^-^'-^ sei j 
rioì avremo fl=i, e oiunrM jr=^^-=j 4-A 



/■rdr _r< ràr flit 



C, ed . 
J>; ondo eliminali r I' integrile del- 



Passiatno alla seconda Serie , e 1' equazione q=T ci i 
ri qd^-pdp^Xdy , ed integrando avremo -p"-=/JVj< , o 
p=$ = ou de dx±-È= , ed *=/3 - 

La seconda equazione ,=/> diventa ràp=qéq=PÌp_ ; e qui 

JV,fRdp- J v-jf/Vp ■ • • ■■ V 
phcata per 1/9 diventa sdq^iiir—QJ.j , ed integrata ci dà 

3 = (—^3= £—1!=-—. Similmente per l'equazione t^H 
JVl/QdqJ^ifQdq ~ ' 

«OYererno ed A*= 

J-/ì/Rdr J-/i}RdrJ*/l[RdrJ-JìfR> 



ei di 2fe f =g*y(f Vi.*), e quindi B'i v! — 3 B^'=ià , 
** l=ff-|-"*i»»«™d5.,i] ,„]„!.„ h ,«,Uo 




CAPITOLO IV. 



proposi! I' equaiione 'diffetemiils Pd*+-Qd, = 0 , ove P e Q 

se essa i una difarcnzialc cjaTia j lo clic succede perdi, che 
abbiamo Ingegnalo nel Calcolo Differeniiale , quando 

(^~) = ^^) - Se questi condiiione «vii luogo , la propo- 
sta sarà da per se 6tessa integrabile , ed il suo integrale si 
troverà nel modo seguente. Se fossa y costarne , ]' equa* 

ma siccome abbia ino surpo'ia no-iaiiie , C sarà una fun- 
lione di y. Adesso di Bei cimando l'cquaiionc fPdx*-C—Q, 
e supponendo Vd</ il difitremiale di [Pdx preso per rappor- 
to ad y, avremo Pequaiione Pdxi-Vdy->-dC=:i . e dal pata- 
tona di questa con 11 proposta ricaveremo dC--={Q—T)dy 
per deierminare C. 

L'equaaìone (a , -t-ir>+-*')rf*-t-f**+-f *— a') lg=o i da 
per se stessa integrabile , perchè, 

do nella 6upposiiione di y costante avremo 
a'»t-x'j*~t-C=o , essendo C funiione di y . Difler*a> 
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(a +.wj^»>-m'J}+^=o , e 'dal paragone di questa 

con la proposta otterremo iC=M>*— o'Jrfj , dot 

C=- o'jF-l-i ; e quindi f integrala della proposi! sarà 

•*jm-**t+. ^--''J ~ «')-t-i=0' Se in l uo S° di ponghia; 

mo integrando jt's , ' h ^ a*yt-B=o , ove sarà J fiimione 

di e paragonandone il difteremiale 
{x'-t-y l -a ;ilyf~ixyd3.+^!D—p conila proposta ayierno 
iB=[a'*-x'}Ìx, cioè g==d V' - '* i S, e l' integrale della 
proponi sari perciò i'j' -1 «'.ys-a'jM- -^-t-i=o , come 

F P:r determinare 11 valor! di C convien dilftrenijjre la 
Umilili fPdx per rapporto ad .v ■ Qiiesia. operwione non ha 
alcuna difficolta , quando si può. assegnare f integrate fPdx 
preso per rapporto ad i ; ma quando quota formula non e 
abiuri:!-' in tcrurui liniii , non si vede, come se ne possa 
ottenere il d'fT^rcti? i.-.lc per rapino A quesl' oggetto 

!dP\ 

ifP^Fi^y*, , e quindi (- )=( s ) , eoe ..; 

r preso per rapporto ari .v , e perdo V=f\^^dx +• un» 
funiioue.the non contenga .v- Ma tutu i termini ili fPùx iis- 
Humini anche fi/y , chi 1 il diil';i-;;;ii.i!e rii jl'dx p--" 



rappòrto ad y . Avremo perciò V=Ji^~yx , prendendo que- 
llo integrale nella supposizione di y costante. 

E' in nostra libertà di determinate tome pia CI piace 
l'integrale fPdxl «r* Yittegnk J^r)** «me ri dovrà 
determinire? Se ti vuoic ene i! primo svaluta, quando x—à, 
uO —iVctetmir.ato. Infilili la quantità fPilx svoli» in uni 
serie ordinala per y sìa nella forma A*-Sy"*-Cy'' -t-K. ; « 
poiché essi deve svanire nel caso di i=o, tjualm-.^-je ;ia 
il' valore di v, avremo necessariamente nel medesimo caso 
A~o, S=a, C=o, ec. Adesso difierenjiando pur rappor- 
to ad y abbiamo j^j^dx==iiBy'~ l -\-nCy' '-t-tft; e 
quindi la qu»ntiiày^^jjrf* ivanisce anch' essa quando "issai 
L- barione ^-S?^=J{^Yx si chiama il Teorema rtj 
Leibniz dal nome dell' inventole . 



Una eqiiaiiouc ili fremili a le Xt<x-,-Ttiy=a , ove X sia 
fimi-ione di x , ed I' di v, sarà integrabile da per se stessa, 
poiché f—VeW— V quindi, ogniqualvolta una eq'uiiioM 
difftren^ si eXiuno jfcta W^ 

delle variabilf, in quinto che per essa si riduce !' cqnaiione 
ad esser composta di due termini, uno dei quali contiene U 
sol» x, e 1' altro la sola y . Se in tutte 1" equanoni del pnaT 
ordine si potessero separare le variabili , di tutte ottener H 



L'i iti; od d, Ci 



—tir , ove li \::iibìli sono e viiicm cruente sera- 

ac-i-a fr+-(ot-n% 
SÌ voglia adesso ridurre alla <:.■- ara zi or. e (ielle variatili 
I ■■ i" ■ . ' ' ;•'!) .1 '■ ■ , "■■ : A i- : 1 '. ■!." I in; 

Valore la proporrà i!ìyclhc!:ì 7 [ -;ii--u.!^-:-.\'t:iJ\---à',Ix , h quii' 
raderemo ; in modo , ci;i sij. A>'.[=o ciot. 
-WXr.v, e psr intecratione lo S .;=-/.Vr/i , e p^f^. 
Pasto questo valore di ; la nosita equazione sarà ? t du=Xdx , 
óoÌdic=^~=e^"-Xdx , ed imegraiido aviemo 



'JCix=— , e quindi T integrale della proposta sa- 
.X'dx. 

dyi-Xi/dx—X)/ dx si pouì lidurrt al- 



ne divenieià A— n_Vf<iv^= — nX'Ji- ; e )' integrale di nuejia 
esondo t=—J hXix .fe~ {hXdx .nXdx, siri quello della p;o- 



Cerchiamo, r. :;:-.!:> i. piò rcu.^r-j omogenea, ed in coi'.- 

= (.•// »»'.V*..v"'/V„.);,. 

Facciamo y=U, ed aTie.ro la trasformala 
( Mr'V ■i-òJ n u" ■t-cx* u" +■ cc.^J.v 

c <in«ia sari omerica, allorché m4-rFi=r)i'-t-i7i*=m"-i-ru"=ec. 
— r — , +.p*-rj =r— I +-pVrj'=r — i4-p"-wy '= ce. Qjii.di 

la proposta diventerà omogenea posto r—^—-^ , se avran- 
no luogo le seguenti comi ama i ; — -—1 = _ „=^et. 




Sia data per esempio 1' equaiione iy+y'dx=4X rfr, 
che è conosciuta sotto il nomi di equazione del Come Jaco- 
po Jikcaii , perchè questo Geometra ne tentò il primo la se- 
paratone delle variabili. Avremo n=o , £=— 1 , m'=o , 
n'=j , a—i , p=o , q=o ; ed acciò quetta equaiione pos- 
<a diventare omogenea , convenà, che sia — , cioè 



■;-(a- ! — u«Vv=o. Olire 



■b,l^b\lx—ax fin, 



ia=a, lo sari ancora qnanrlo m = - — ~. Sur> ronchiamo »- 
desso y= - e la propesa diventerà rf; — \tht 

m4-l , i , . , -ra-J , 

=-ai itr, o su posto i= - . «V-ì <lu=mi ai; e 

(]«esTi eqnaiiotie esser.do simile alla propoli» c'insegni, che 
se b separazione suicedd quando m—n , succederà ancora 
quando m— — n — 4. Periamo conoscendo un solo caso ni=n 
ne abbiamo subito altri due , cioè m— , ed ni=-Jì-4; 



^presentati dilla formula n= — 4 — (fendo i un mimc- 
ij8. 

Abbiamo fallo vedere, in che conati li meioJo rfell^ se- 
pi io d l 



me abbiamo di sopra dimenato, esiste wlv P « vili lai iv.cli 
plicatore. Si abbia dunque l'equazione PJx>-Q<h=o, la qu 
[e motiipBcaia pel l..mre 31 divenga inieguHIe : siri 
F,V:h ;-Q:U-i: i-.r.i di focaia!; stuij, e qnindi 

\ h "M "** ) ' 




Qr.c'ti c-imiivi; ti dui il valore di 31 : tra ci-tud" c 'i a 
differenze pa-;i,!i, li di In 1 ime ;i:.ii;'r; pi' u '* :i n ; ' 
fitoll.l , clii; 1' tii:? i , r.i.'U>i;c diila pr n,- ■.-.*(.! : has:a fili al no- 
stro intento l' aire ib i-^kc p;::it,..|are di 31, il quale sod- 

Tiovjio un soli moltiplicatole della proposta, saia faille 

PMdn-Qliil.t : ji-..:!ìì; '.,!::. ■'■ . di ma p^ti e dall'al- 
tra per UI " fuiithuj tiu.ilii nrjii e di /f , ed avirmo 
(J'J-.-.-(-,; ).)//. ,v ,;/;,■ ci L !/'.;,.■.-(>;; ;.r//V/?) 
14 anch'usa uni d : flirt ni ' d^ e-a.ti , e la fi,:nM:!.i 31 FU!) 
rj]-]^;cr,:,i::i [.ini i :r.-j'.;i--'.^ '-..ni . c:i; rendono la pnp:Ta 
integrabile. Tutto adunque si riduce alia ricerca di un solo 



j= e -J* ax lt! JLa *.Jl!dx, come (opri (137) ■ 

lioni - 0') . 11 secondo 

membro essendo una dilTereniiale esalta , di cui i' integrale £ 
Ijtf+y'—a'y , lì fonnu | a Jl^'^'-a'j rappresenta 

Al primo conviene il fattore -4 , e l'integrale essendo —, tul- 
li i fattori adattati a questo primo membro ioti compresi nel- 
la formula -pf'{^^- Facciamo 
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]' elulioni aji'r-J.i.l, --.v'./ (,n.'y!x~l xih:) . Il primo mem- 
bro sì rende i::;;j:a!;i!5 i!ioi:ìs-:i-.-a;niolo per — , e 1*. integrale 
essendo alogjr+-(!o[.jr=slog. (x"y ) , tulli i moltiplicatori si- 
unno compresi nella formuli ~ F.^Jt"^*). Pel secomlo mem- 
bro un rnokiplicitore e — — — , e I' integrale essendo 

» 9 

log,Cv"y*}, saranno tulli gli alni moltiplicatori rappresentali 
dalla formuls — ~ ■ 9. ). Pei rendere i due 

. , d b\ fa' tb' / ' ra—'i , rb—i 

P- C* .V >=* , e come dev essere x .y 

e quindi ps™^ , r ' = ^JJì onde " moltiplicatole, che 
a'n-i'm^ ( o'n-i'm j_ ( 
ab' -db al' -db 

rende integrabile la proposta, sarà x Xy 

Sia data uni equazione omogenei PJie*-Qili>=o , ove 
IM m il r.unieio delle dimensioni di x e di y in f ed in Q -, 



tiplicatoie hanno procuralo di deiermiaa- 
che pct esso sono integrabili . Noi dars- 
uesio metodo , per uni plfl ampia appli. 
,iiidian;o i nosui Lettori al Calcolo In- 
'.er. Sii peruoto proposti ]' cqiiiiione 
, t csn-l^fiivi, ijuali (unzioni di .v esser 
, perchè, moltiplicata pel àttera 



= (=) a- 
/ dC ÓD\ dS, 



(i) BdD—PJB=o, 

(j) ACdx—dD—BJC*-CdB=o, 

ci dà ^=^> * T'itidi integrando abbiamo D=itB , 



tenenio — tAdB— ìBdC-l-CiJCt-CdB=o , cioè 
^ ' i3- C~3a^C ' 6 divÌdell ' io r " t 1 O 3 ,ed ì ntegranrifl 
Ei^T^lil^ 4 - 4 ' ° ™ ^-^(nr-fi)-, e quindi 
*Adx=~d8-i-dC~ibdC{ia—C) , D~Ca—a'-i-ab{ia—C)' , 
e per C si può prendere qualunque l'unzione di Peiranio 

" "°"*" t "°" iW^crà^qS i 
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1 



andò >de»o il nttnjo dei moltiplicatori ritorniamo 
a quello delli teiuf>(.:<ne dei:.' va;:ihih !.' tqji!;om , ne"e 
quali !e vatia^i 100 tepu>:. |j (■»■-.. Xd-*-Yd-so, 

eueudo I feoncM di «, ed 1' Imi miss di , , e T jMrfjfiie 
di estt è fXdi-irjyr-c. U:t u X ti Y sono fum.or.i u- 
li . che prrf. , e /Trf(, rou *; [*'«■""> »ttegt>ar« ao.ttÌue , 

«gis:; ,:t! p .-i; .Vrfi ■ 1'., ■ i>. T, r . , ; e Y en-ij- 

•la - rfj 

" ■■■ ,, ' 

r:?.!ii n-;:i ffr.rwm i .|jamiia i.nn l ^i;;.j.: r.i 
□aschcduo nwrhiu. ['«e ha Ernst vaio il pr.mo i[Sig. £WtT. 
che oì«-) eq.nt o„( ammene un';">f,-a!e a c,eb:aieo . Il me- 
ri pe''> rei eij'ijeie a eue-io imcvile Ì.Qtwmo * 



I' una e I' alita membro —tit 
— =a*-b)-My* ■ Differenziamo 
queste due equazioni supponendo di costante , ed avremo 
, ~f=b+-uy . Rendendone la somma, e po- 




SU e ,aui 0 «e Basetta» v(«+-fct«*')% ' B *jjp^ 
gnf tàdiuli comprai Je «ero putei.w di J! e ili J| al di li del 



Ficciamo »! solilo T uno « 1' altro membro =rf(, ed a- 
Posto X+-J==J>. ed i— J=J, cioè jr=££*,J== £^2, siri 

l-cpq^Lrtf p*-*- v 'yr- - fptfi.p'-*-q") ■ Diffe remiamo adesso 
nella ip .^ii il 1 . ."«te 'e due precedemi equatìoni , ed 

avremo ■- ivJ-t-je**+-4fr' . 



-~-=it-ae>,- i</+4ij'. 
^=^.^:r4-vì-i<C<'+-j''>4-4/( J f , -r-y'>., cioi 
J J=iH f ,- ! -e(/'+ 9 ';+- ^/p(>'+-3!'). « 1 uindi 



ri? " fdf'=V q " fpq • ^ etIU "'°" ■*!*"■» i* 

ed integrata ci darà -^r^.—C-'.-cpt-jp' ; onde esondo ^£ 
iiieino per integrale della proposia 



Questo elegantissimo metodo 
rioni, nelle quali li variabile 
■i la quatta poterla , te pur» 



; precedenti equa 
i simile forma applicarsi . 



Abbiamo finora parlato dell' equaitoui di due sole'v 
bili: se il numero di queste sari intiere, binerà in 
ino luogo osservare, se la r.ondii.:uni d' intesi .lisilsià csr 
dì saprà hanno luogo; ed aliarci;! esse sussistono, f imi 
le <i troverà ne! modo seguente . Sia data I' erjuaiione di 
variabili J>dx+-Q I: *-J!d r --i , e cornila ! costante, ossa 
venterà Pdx-Q : c . Infimo onsra touaiione crai 



jta par esempio !' equazione 
(n-t-^dt*-(.iy-i-!iyij-i : (-v t-j>i;= 
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Facciamo \ costante, ed avremo V equaijone 
f ; .v-i-.;).:V,-{ : ; !y—o, ed inorando jV^VjipC. 

(>iv.fi.1:-nn ! ) ;..!e i-i- f O.V.C fv!,-.i,:rc ili 7 , t :!ii!irenv. : ;,- IO 

avremo CM*^(^4-f^4-ì)rfj>-H<*+-.T)f;^=rfC, e quindi 
dC—o, cioè C cosunte, e perciò l'integrale della proponi 

stli .vt.v-ot-jfy-rt^Cmt:. 

Si abbia in secondo luogo I' equazione 



ciò C «alacre. Alcune volte non è cosi fatile 11 dcierminare 
il valore di C. tipi ondiamo la mclcsinia cqiiaiior.e, e sicco- 
me ò hdilTiremt dì snppor tonante quella varisele Tcht più. 
ci piace , facciamo cosiamo y, ed avremo [' eouaiione 
{j4-T)iIH— ù— sjdpso , clic integrati ci darà --— ''~C , es- 
tendo C fmitione di j> . Adesso differemiando , e paragonati- 
dane il multato con la proposta avremo nc-r determinai C 



sogna procurare di ridiirvvin rr.e'ìiar.i; !'iii:c E ulj uuvaif 
minata ialatiì dalle due precedenti elusiiuiii li ;, v 
sparire anche la .v, ed ivrawi ^ g '' dj=—iC, cioè 



131 




Un metodo simile si userà, piando il numero ielle 
Facendo f e I casuari avremo t evalione 



0-t-Ty*4-C'-*;*=o . li q"le integrata ci di ^J=C. 
essendo C funzione di 7 e di (. Difleremiimo adi:«r> que- 
sta equazione f.icei-..:n v ne anche ? e I, e paragonandone 

il resiiliaio con 11 proposta Traveremo 

"—^dj— 4i~ylC , - Ci luogo di 

2t3 otte rr,'.. ■ ' : ~ ..' -- = h , ed integrando '=^4-0. 
doì C=~^ . Sari doti.[je I' integrale della propost» 

141. 

Fin qui abbiamo (opposto , che p — abbia un* coli 
dimensione-; ma se nella equazione proposta p t elevati 1 
porcili migliori dell' uniti , in lai caso converri risolvere 
1' equazione dita in p psr ottenere una equaiione della foc- 
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ma , che abbiamo (in qui consumata . Si abbia infatti |* e- 
quaiìone p -*—Jp -t—Sp 1 . . . . A r =3 , ove A, 

p-c—o, ec. Se stipponghiamo ,rhc gl' integrali di quesl' e- 
quaiioni siano respettivanientc P e.—o, Q 3=0,/? occ, 
ove a, |S, y, et. son costanti arbitrarie , tutte quest' eqi a 
lioni, ed anche il loro prodotto soddisfarà alla proposta. 
Questo metodo suppone la ri* il unione generale dell' cquaii" ■ 
ni , la quale finora non si conoste ; onde convelli per In 
più ricorrere ad altri aniliij , i principali de' quali andremo 
accennando. 

Abbiamo già considerati nel Capitolo precedente i casi , 
net quali lina delle due variabili x ti 3 t eguale ai ito 
funiìone di p. Supponemmo adesso , che 1' c.puii.n e dj:a 
Sia omogenea per rapporto ad x e ad y, ciuc che le varia- 
bili I ed y formino in ciascun termine U nicicsi.tia di:r,.i , i- 
sione | e chiaro, che posto y—ux si toglierà mediante la di- 
visione la quantità v , e rimani una squillane tra p ed a , 
clalla quale p:i::i Jctcrmiiursi il valore di p per u , 0 di B 
per p . Adesso, essendo dy=pd\=udxi- 'da , avremo 

— =a-^'- , e siccome p e data per u, la quintili — — «- 
* p-a r r . 1 p _„ 

ra una -difleremiale di una sola variabile , ed integrando avre- 
mo Iagj=y^-^- ; onde , poiché u= — , otterremo l' eqttaiio- 
ne cercata tra x ci y. Dall' equaiione "——j" « può fa- 
cilmente dedune qnest* altra, \Qg.x=—tog.(p-aj+-^-^-,h 
quale sari più. comoda , quando si potrà determinare pili fa- 
cilmente a per p , che p per u . Sia data per esempio 1" equa- 
lloue yix— xdy=ax\'(dx'-i-dy'') ; questa posto • ei) 



|8+ 

j=b* diventerà u—?=av'( !+-(>*) , * quindi avremo 
log.jE=--1orj.av'(i+-/>')— /—,-'' — IT. «0* 
J "> ( '+-? ) 

1og..v=| n g.C-log.a v 'Ci-t-p'J- ^log.[jn-^("i-!-p')]> e rctciò 



o V 'fi+-^')r?WCn-p'J]* 

Se nella cquaiione dna li variabile y aVrì una sola di- 
dando avremo dj=pdx=Pdx+-Qdp , tiri <,P-ifj,tx-^Qdp=o , 
1' integraiione della qual" cquaiione appartiene ai mctudi pre- 
cedenti . Darà per esempio 1' equaiione 

i>rfi i -.iifi-'(/>'=a(u'j;Vi/ji 1 ) avremo ay—vpJ-ufr-i-ij') , t 
idj—ipdx=pdiM-xdp*-iap'dp , cioè - i ~-—-]adp-, ti 
iniegrando - — jop-i-c. Adesso elùniriando ji dalle due «pia- 
lloni ij=xp+-'e(n—p '), ed *=)<Ji)*-r-(j) , otierremo i - e- 
quaiione cercala ira x ed j> . 

Una sostkmione adattala pud far giungere facilracma al- 
la integrazione. Sia infarti proposta una eqja. i')ue della forma 

avremo dy—du-/{i~~^')- ~^^-y dx^udfi-'idri , e 1' e- 
quaiione diventerà , ■ , , , j-r,— funi- " , 8 quindi 



dufoaiM _ 



•Sl>-*') iiv'Cb*— tìm.»')' 



i8j 

e le variabili £0n separate . .Se 



h proposta fosse della forma ^^"cfc* 7 ") 

=lu:il. -; — -. !-i con le medesime 11 :ituiio;:i óiveme:. 

»"*f :=fum - cioè l fr v '( | - ful "-?')_ '' 



ove di tmovu le va::. Ivi sr-r. 

Se 1' equazioni i!jie cnveir.M'.;:o più dì due vari; 
piima di cercarne 1' imc,:r.iiit'i:e hi-ugntrà vedile, se 
possono risolversi is: alire, noi!; quJi i dillcrcnzisli '.ì:~- 
neari. Abbiamo di sopta (i j-O ìnwjnato a trovar le- et 
liorii , clic devono aver luogo , perche questo succeda . 



CAPITOLO 



f-=qdx, qualunque evalione del 
e q. Abbiamo gii vedine Oìì) , 



o di p solamente . Adesso 
■ " semplici siipponghiarao 
" ordine sia rais, 
variabile y. Ponendo p in luogo di c 
Tome II. A a 



vremo un» ennaiione del prim' ordine tra p ti x . Trovalo, 
quando si potrà, I' integrale di questa , avremo p express» 
per *, e quindi anike • g=fpi* espresso per I, che sari l' in- 
tegrale cercato. 

Sia da la per esempio T enuaiione: di '-t-d\ dy=Xd*y ,o- 
ve X e funiione di i ; avremo l'equaiione del piim' ordine 

i j±. 

H-p=X^, la quate integrata! ci dì i-*-p=Ce X , ed 

/£ 

y^fpdx=Cf ! .dx—n-C. 

Sa invece di mancar la ji manca l'alita variabile X, poi- 
e dx=? , sarà 5==^, e sostituendo miLst» 
valore di avremo ima « e L d' 
!a quale integrata ci darà il valore di p , c quindi ricaveic- 
na X —J-^' cnE sari l'integrale della proposta . 

Sia data per esemplo l'equaiione d' ' y-t-Jdxdy4-Bydx*=a , 
ove -A e B sono quantità costami . facendo dy—pdx ; dp=qdx 
avremo q-t-Jp-t-By—o , cioè pdp-i-Jyd)-t-B : ,dy=o, e sic- 
come- quest» equaiiotie è omogenea , ponendo p=ny otterre- 
mo — +- ~lp^rj^Z]i =a ' ^' an01 K't-à i due fattoti 
della quantità u'-t-Aa*-B ; avremo- 
J> odrr Ma 

E»g-J*-^T;log.(u-f o)— ^-log.(iH-*)^log.C „ noi 



j=C{n-t-É) .(m-a) " * e qll | ndi 
_8_ o_ 

^ di qui si deduce 



valori in quello di y , e muli 
J=C e ~ aZ 4-Cc~ 6x - 



t Se a e i , cioè se la due radici dell' e.,_ _ 

e i"^d"ll^T 0 inlagÌU * rie ' *"! °. della . r °' n ' il B, ^ W_I > 

ma imaginaria. Per ridurla reale si osservi , che 
e X =cos.»*±\/' — isen.ru i quindi sarà 
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cioè, posto C-i-C—D, {C—C\\'—\ — D\ 

y=t~ mX (D<Oi nx*-D'stn,iix), o piumato Scendo D=£jm.g, 

D=Emir, j=Ee~ mr sm (m-t-f]. 

St»t* sono eguali, avremo y=(Cf C> — Bx , il qui- 

tc C-C Ir i I ca- 

po urna 1' nj-ctjiioiie ni [j ij-iiitn , clic i due fatimi di 
It'-t-Jtt-irB liana eguali, lo che , com'è unto , lò moliti ti- 
liaiions nell' integrate delle [«mule ^y— — — ^- , 

f^J^B' ° F" re s ' F ° l,i radere '' seguente eleganti!, 
situo metodo, l' invelili.' ne do' -y usiti t-i deve al Sì?. & Ahm- 
èm. Null'imigrale s =Ce~"-*-Ce~ bx mppoii ghia ino 
i=a-t-u , ove sarà » ns fi nitrente picce-la , pstc. è £=s ; ci 
avtemo ^^"^C-V-Ce - ur )=e — BJ (Cr-C'- C'-*) ti mo- 
livo di H piccolissima; e quindi Scendo Ct-C'=D, -C^xD' 
avremo l'integrale completo y=e ~~ al \D^D'x-) . 



pusto t/=ux, e 7= - unti t termini della proposti contet- 
latino dopo questa josiimiìtìtie una medesima poterti» di *- t 
tedi» la quale avremo uni equanime Gitila tra u, ì .'e p. tU 
r.ui una di queste variabili si poni esprimete pei le alile- 



«qnuioM del P".»' eidìm tra le variabili p ed « , perchè f 
e darà per èva . , 

Si afAii ve; «emi-io 1 c.jiiaiimie otnnF» 51 
j^* 1 — 3 *J rf^w'J'.T^-oi «» « dà ?=°' 
e posio y=n», 7= * . }B-J^4»'ì=«' dal,a 1 u,le d 
ricava ì= } fp '~" ) . So>iiiuendo questo valore di ? nella eqi*- 
ilo» ^ U =Q.-kHj. avremo ^=d? , «d iM*F«>*> 

p=C--'-. S3ti dunqoe ^fir-f^c^'' * 
«-in, »«o i due fami della quanti* J-^«W . 

. *_ Ing.JAt-iTO , e puMiidQ dai logaritmi ai Olimeli 

ple.r» . perchè «na delle c 0S ran,i i C, e 1' *l.i> * 

ne' v.jl.iri di o e di . ■ J ,,-- 

L' pausai dal s«ond ordine si ptianno anche rittur 
,1 primo, quando saiaim.i .. rcI ia - , ' " ^ ' s . c ' 

e 4.jdl.iii.(.i= 1 i-.ich' .- i;c -J-.'.ia i ali'-a VJ "' L V^..,^ -J, 

lua polenta di y " dar» 
. Ora essendo JyaujOK, 



e tlp=;tixz=udj+-ydu=ìydx , avremo —=udx 

c *,è dWr-u'i^dx. SoHltiKildo in qu 
quaiinne il vaiorj rli ^ in_.*ytd « . ed inte|raiuJoIi ^ 



Sia data in seconda luogo ,'cquaiione 
■/') ■-■•/'iL-Im— Q;,I*-=o, o «a t/-t— Pp+-Qy—o, ove P e 
(I san liiniionì di a* . Facendo p—uy , f=ì.y avremo 
^ = — Pa—Q , e n iti menda qni.'5:o nella equazione 

dai— n'dx=ztlx troveremo rfm— {n'-i— Pu-i— <>)</i=o . Icie- 
Brau onesta couaiione , e ricavinone il valore di u , sari 
y~c/ udx l' integrale della proposta . 

Ma pei I' erjnaiioni di questa forma vi è il vantaggio , 
dia non e necessario sspere [' integrale compiei" deli' equizin- 
iio du+— (V-f— Fu-h-Q)ix— o , ma basta a-vere due valori 
particolari di u o di y . Simo infoiti y~JII , y~]V questi 
dite valori particolari diversi , e sarà y=CM-r~ CN l'integra- 
fo completo della proposta, percliè comprenderà le due co- 
itami arbitrarie Ctf. Infatti sostituito questo valore di y 
Delti proposta, essa diventerà 

cioè 0=0, perche M ed N vi soddisfanno . 

Anche un solo integrale particolare è sufficiente . Sia 
questo j=3f , e per trovar l'integrale pornpleto ponghiamo 
y=l>!{ i la proposta diventerà 

V-,-pJxd.V-t-QMdx')-t-Md , ^zd.Vdp-PMdxd~Q , 
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eroi, siccome y v i sorti;.!, , sci Vf^idiM^PMJx,^. 

'-.ir' ' 1 i""" r=/M'=<=«y-s;< . cd 

Snpponphiamu adesso, eh» ? e (5 si a „ 0 quaniitS ™- 
«anii, o siccome n™ abbiamo bimano the di un'integra- 
le parricolare dell' equaiion« dm-[u*+-Pu*-Q,tfx=o , t 
ch'uro che quesm imcgrale otierrcmn fLten.Ho a" i-/'u+-p=o 
perchè u sarà «Manie, e quinrlì anche ifti=o Ora « t t t' 
lon le radici dell' e lt uanoi.e u'-i-l'iu-Q— a, avremo ,.=ii, 

titolari della proposta, e perciò I' iuregule completo uri 
•f=Ct aX +- < ^' ' , come abbiamo trovalo di sopì. 

Sia, P=-^~,Q=,— ~, oveJ e -S-son cos.air- 
à; avr-mo du-Ha'-l 1 ;rVa=o - Ponahumo 

H/^-(A—q)t*—B)dx=o, alla quale possiamo soddisfare fc- 
eendo ^(J-q^-t—S^a. Sano a e * le radici di quesu e- 
quaiione t sari t—a, e f=i, r ouindi. ■== ,. 

— — 

due valori canicolari ci daranno. L'' integrale- completo- 



1 = ff,pi~g X )''.^C{pi~ 9 yf . Se *=fl, ponghiamo secondo 
il rae;'jjj del Sig. iT Akiabai ni— j in lungo t!i b , essenilo u 

infinitamente piccola, e siccome C{p-i~-q\) ' è 

=CTp*-?.v)'' X{p t-fi) Wf/.-l-f-V^l-H ^ k,g.Q>-H ? .v;) , 

vrerao imitando le costanti i/=(p-l~q.yf .[D *-D ìo^.(p-i-qx]] 



siccome (p-^f.v) » ^cos.^Mp-^-)) 

ziV — i san. (—log . i otterremo mutando le costami 

j'=(p-i-^i)'.^<7cos.^-^-Iag.(f4-jjr)^Csen.^log.(p-t-jj:^ ; 
o pure facendo C=Pizn.D' , C'=:I>cos.i>' j 

y=2)^+-^) 3 . S cn.^lo B .rji+-jj:)4-2)^ . 

rf'^^Pd.vd^^rfT^X'! otc"?? ^' ViTono fuii- 
lioni di x. Faccialo y=uf, e questa equazione diventcrl 
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klCrf , T+-Fd«-J-;'l-().;.i-.-"J^- : r.',«; T -i-/'. ,/i-Ai-f- ; J , H =-.\rf.v* . 
Se potiahiareo '<<.■';-- <J--i\-'-.- .:o , dalli qual' equaito- 

ljHj^-t~Pr i :U.h-\—riì'll-~\,ii', ili; Jliilo lìll=l4x ù can- 
gia in^ì-t-i^tóM-T^Xi/jr , e ci di ( , )7 } 

)- < Ì<-l/^*(f*f f ""-».) • Ara» *»- 

tic" iìi ■■. Cini u;' iiiIt-.C!:..^ ; .! ::,!.; Il] , o[ a ne] 
caso di -X"=o . Timo si nduce periamo a Irovarc un' inte- 
grale particolare dell' equ alio ne ^,-<-~P^-i-Qy=o,Ìa tpi- 
Is può anche ridata alla forma più semplice j-^-t-iVj^o . 
Facciamo in quella equaiione , e divenirci 



i equaiione «ella forma ^4-jV>=0 . Quesl 
In particolare la nosir 



Tomo li. 



Odo J:i meni «dopniti pei Integrai i' e^uiiiooa 
— -I— A^=o almeno pei ap pioisi. natie ne e listo quello del- 



o . S;ccome nel primo 



e josiituiio quello valore nella proposta sari 

+-(ì+im-i-4)0+-2*>^3) c x *-***"*■ -i-ec.=o .. 

.+-. off 
Poiché il primo termino non ne ha alcuno simile, bisogna 
che il suo coefficiente sia icro ,* perciò avremo 1=0 , 0 1=1 y. 
n4 primo caso la Sene', sari. 

ayc.A; i indeierroinatì,, S==— 
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particolare nslta «cric che limane . Dalo poi T integrai.; parti- 
colare avresti Eàeilownte V integrale compleio , poiché facen- 
do y—Pr, , rive l' rappresemi qiiesio imegralc panicolaie, o[- 



Ma siccome P i una serie infinita, non si porri da questi 
formi facilmente conoscere il valore di \ ■ In questi tisi per- 
tanto diremo al valore di y la formi >— p-t-flng (li pro- 
fosli diventerà dopo questa sosiiiuiione 

fiupponghiamo che j— q sia l' integrile particolare della pro- 
post» datoci dalla serie utile, avremo —f-t-oj* =o, e 




quii' equa inm e ri potrà esprimere p per una Serie, come ve- 
dremo nell'esempio seguente - 

Sia m= — I , eioi si dtbta Integrare per serie requaiìo- 

ac ^ + ~~^° ■ Pos "> J — p+-olog.v , ove 



q ^ ^* ^V.j*' 1 •. } '. + *" l " ec -) 
si dovrà Itovar /i per meno dell'equaiione 

jk^^j^Cjt '■!-.£>*' -i-fi'-t-ec. , e sostituendo avrem» 



iC-4- 6Dx+- iìEx' +■ aoFx'-t—et. 
A' a\r a' A' , Vi* , 



Quindi a.iW=-i, C=ì"-?--™, ^-iii-^, 
«lì £ rem indeterminata - Prendendo adunque pei A, C, D, ec. 

y=A-t-Bx*-Cx ± +l>x' + cc.1-J'[x-~x--i— ^^l'-ec.^lcE.v, 
il qiiils integrale è completo , porcili comprende le duo co- 
La medesima eqiniione ~ ;-(— tu- ">=o si può" trasfor- 



ra , che è facil 



y=\c^ X , e si avrà la Itasfora 



d'i di dp , ■ < 

«io arbitrio, per tender questa equaiione più terapl'ice, pren- 
diamo p in modo , che sia p'-t—ax" 1 =o , eri avremo 

p—x 3 -V— fl=t n V— u facendo m=iti . Posto ciò sari' 

m-i 8 *-a .e.sido- 



via determinare dalli equsiiim: 

~,+-ix "v'-u.^-MiN'-a*' 1 '1=0 . Esprimiamo ^ jet 
meno di una serie discenderne, e siccome ne' termini di que- 
lli «quattone la x ha — 1 , o 71—1 dimensioni , facciamo 

e soìcì mei! do questo valore di ^ troveremo i due termini 
ìI-J^Ax*' a ~'*-n^Aj^ n ~ l t i quaU non ne hanno 
altri simili, a perciò la loro somma dovendo essere =0 , »■ 
vremo /= . Sarà dunque 



*-Bc -ì-Cx 



e quindi *=-^M- , fa O»^^ 4jg 

^-^^.^^..«oU lecer. 4 «» 

iiiilcicrir.vura, non avremo che un intentale articolare, dal 
quale però in breve dedurremo V integrale completo della pro- 
posta . ':. tanto si osservi, che la Serie trovata sì tet minerà , 
'^tikiii.i! volti sarà (ai:±i}iH-aÌ=0 , essendo i uà numero in- 



cali rfiH-M 1 dx= — ax ln dx, della quale perciò iì poirà as- 
icgtiar f iniegrale , quando m=:- — . 
Ponghi imo adesso^ 

4 .j.4fn+-0 » 

4 1 . 1 .4.6.8Cn- ( -i)V 

y __ nC«-t-i) «(m-iXjm-i) fiin-4Xi"-t-4X5» 
4.l(n+-!>! 4'.i.4.6Cn-l)'u* 

e l'integrale particolare trovato avrà la fauna- 
ipA(M-t-Ifi/-a) ; ma siccome V-a può aver^ cimo llsogiiu-.- 
chc il segno -, un altro valore di ^ sari 4(BT-Ii-J-a) . Perciò 
l'integrale completo dell' equazione ^4—0**7=0 sarà 




Questo integrale ivti una forma reale .(eoi negativa ; 
ma se a t positiva , converrà ridurre gli aooneituili a seni 

ove C e C cono due costami arbitrarie . 

Si dsbba per esempio inorar i' equazione 

d 'y ì ■ a T 

£1 ■*-<>* .jr=o- avremo • > M=x 1 jf—.Jt, 

* quindi , se a e posiiiva , J* integrala della proposi* iu|° 
l' imegrale sari 



7/ -!* V-« M 

«o "=^-> s«» " )' in'eS"'* deli' equaiione 

Uno dei gran meni d' integraiione consiste nella ricers» 



moltiplicatore , che rendi: la proposta da se slessa inte- 
grabile . Ogni equaiione del second' .ordine , nella anale ite è 
eostante , ti riduce alla forma ^ | 111=0, ovvero 

ni)dx'=o , essendo m funiione di % , y , e p . Sia M 
il moltiplicatore di questa equazione, ed avremo net ciò, che 
abbiamo insegnalo nel Calcolo Differendole , 



«ai iTOlgcndo i termini 



Tom IL 



-{^(|)}(f)-((SKS)}(f) 



/rfjf» fà'?£\ f^A f^T\ 
/■j'jir» ,(d"X\ (d°M\ id' 

m -(?)©-{-:K?,)}(f) - 

Il Tiitoie M dovrà soddisfaie alle due precedenti o. 
le <j.nalì contengono differeme pitiiili . Trovalo un 



ìli se ne dedurr Mi:3 ì:ì:".:iI[Ì ali:!: sia 31' questo valore e 
larà 3fd > y+-M'»dx' una dhTerentiale esatta =,iu, e quindi 

su. Anche (/J/ ^-^il/W.v'^GO "tà una' Vedenti aje"^- 
sani : perciò [utii i fetori contenuti nella forma Jf(p(iiJ ci 
damino 1' integrale u=C. Ma la proposta deve avete due 
i[ii;p^.!i r:! i;i ; dunque vi sari i;ti' alno fattole J/', che con- 
durr* al" abr:> inisai .-.k , il liliale, se facciamo 
ìli 'il' l \-3!"mil.t'^,{r , sar.l i—C , e limi i fattori compresi 
nella forma Af FU) condurranno a queno medesimo intesa- 
le . Sotto qualunque as;c[to comparisca 1' integrale della pro- 
posta , esso non ]'i.ur.\ avere che la forma Y— C, essendo V" 
funtione di u e di i . Difleremiando avremo 

<=(SM3*- ©}«*«*■>. 

qtlindi .V^^^-f— Jf"^^^ sari la forma più generale che 
possa avere il moltiplicatore e la ri;; «,T.cr;le che sod- 
disfa;^ insieme due [-i^e.'enii equazioni a differeme 
palliali. Se esistesse qualche moltiplicatore, il quale non fos- 
se compreso nella forma precederne , si avrebbe un'altra in- 
tegrale primo della proposta indipendente dai gii trovati 
u—C, l=C ; Io che i impossibile, percht la proposi! non 
puù avere che due integrali l'iiau. Il" tacile di estendere quo- 
ti Teoria all' equaiioni differentiali degli ordini superiori al 

Siccome non sappiamo trovare" un valore di M , il qua- 
le soddisfaccia alle due equaiioni (o) e [*) prese nella loto 
generalità , supponghiamo che la proposta abbia la forma 
d L y*-Ady*+-Bibcdi/±-Cdx'=o , e cerchiamo quali funiioni di 
x e di y esser debbano ì coefficienti A , B , e C , perchè il 
moltiplicatore SI sia funtione di x e di y senio- p . Avre- 
mo (^)=o. m=Jp*-i~Sp-t~C , 



lori 1' tquaiioni (a) e (4) diventeranno 




[a-[f]«tf]-g]-[f]-4i?] 

Questa seconda equaiione si riduce a 

a morirò dell' equaiione (i), U quale ci dì 

KiTeientianio r equaiione (i) per rappoito ady, e Frani- 



lione (4) P=r rapporto ad * , e paragonando Ir» di loro i va- 

ricavati dall'equazioni (1), (a) , (j), e (4), « facendo 
otterremo [-^7=^. Sail dunque 

M=M d ^' F,i >0. Trovato il fattore « facilmente si avtl 
f integrile iella proposta : Sia infatti questo integrale 
lHJ]/i~Qdxssa , e diffireniiiudo , e paragonandone il resul- 
ti» con la proposta moltiplicata per Af avremo [^J= ff ' w - 

\j^\=( B — & M > c P"«* dQ=CMix*~(.B-^P-)M!/, ed 
integrando (>=c-t- [MlCdx*-(B— P)d)] 



_ ci -f e fl- A fy+' Pd *)lC<kH-( B— 'P)dg] , e l' integrale della 
proposta sari 

Acciò questa espressione sii reale, conviene die Aiy+Pdx , 
ti e K Ady ''~ 1 '' l *~)[Cd*+-{B—*')< ! yì s ' ano differeniiali esai- 

rf * v ^£*l^lt±:2^^„d*'= 0 abbiamo J>=* ; 
^rfy-J-Ptfa=— -t-^ i ima diffcreniiale esatta , il di cui 

^Ad 9 ^Pd l } lCilY ^ g _ F)Jy ^— lx < y y X J l -. x *ydy è una 
differenziale esaua, ed il di lei integrale i — . Quindi l' ift- 
«graie della proposta sarà 3. v'>'dy+-(c-r~a V>fa=° • 

Si abbia 1' evalione 
J V 1-4*-*'^ , v «^„'=o , ove X t unafmmo- 
d.v* * (fa 1 « * 

ne qualunque di x . Facilmente si vedrà , die le due prece- 
demi «pròni di «mdtóow hanno luogo i «de I» P"Pf» 
aderte un fattore ftmiion. di * e 4. ti so bme.te . J Q «Bte 
fattore si troverà essere * , e 1* integrale della proposta sari 



equazioni di condizione ci dar, 1 ! ^— ^— ^— J- j J ~° • 
e perciò P' non de^e contenore y , Sostituendo adesio ii va- 
lore di F nella seconda eqtuiione di condizione avremo 

T-KS— (S— - 

faro dì questa equazione dovrà esser funzione di x sema j . 
Trovalo un valore di P' che vi soddisfaccia , saia 

l'integrale delia proposta.' . . :■;'( t ... ■■ 

funzione di x sema y: perche essa sia integrabile col metodo 
precedente, bisogna che sta funiione di x, cioè con- 
vten che sìa C della forma Jty-f — X' , essendo J ed X due 
funzioni di .v . 11 valore di P dipcndei-j ddi' equazione 

equazione ; e perciò si saprì integrare la 
.proposta, se si conoscerà un ili lei integrale particolare nel 



f BÌx A. 

d* * L J 

M di queli e dell» precedente eq.uiione jdinilMndo ^ ot - 
-/Sd* , 



/'fe <™J C<ìx_a x ^-^^ oxji-fix^. p „_ 



raditi finii' tijujiiuiw t '-t-( B - 7 ) 1+ _i =;0 . Q^Ji r t, L ].i 
n-?=~.»— m' > in questo**» 



- (■p^l*)' l -K}>+-1x) q ■ ]Cd " (P+-9 X ) q ■ftp*-'!*) . 



1 i 

f(JX-qx) ■X~dr.n t ,lp-i-i]x)-\oitpt-l l *)fl.p*qx) .Xéx \ • 
Poiché nello nato petente dell' talliti non ■: può oo- 
vjie ditetitmemo il moli ijl .tarare , the renda ir.iegrab.!: uni 
( j.ij.v-re iiu . ionv ene api"Rlur:; al n-.etado inverso , « 

dllo multi)>!icai3:e .1: verga mleeiaiile . Sia dato adunque il 
moliìplimoie /'^'-i-py, e cerchiamo qual' esser debba 1' c- 
ijuaiane à' i4— A<ì- li/ — B\Jx'—a , ève A e B, skerrns 
incora f (? 4>>uo felloni di i. peic-.È ;). ci ri..:l\ Umore 
Il renda integrabile- Pomo m.-Ap—Ry, ed M—Ppi-Qy 
V equazioni di coiidiiione (a), e (*) dwcmeiar.no 



-lP- r =o , la seconda si ridurr* 
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Dall' eq«aii oos (o) abbiamo ^=^-1- , e l'tquiiiono 

ed integrata (13?) ci dati , 

«10 valore , esso diventila 
_ 

y \d*~ P 'iPd*' p> ipd?~iP'dx) 

che i visibilmente =< ^ - JW-U-c . Siri 
U»' iiVfe ^ 

a /"^ 

Junqnc -2=-^ e J - ^p^. e quindi ! equaiio- 

d> /-(> /to'* y i* àQ QJP\ 

diventa integrabile mediante il fetore- P y*-Qy . 

Per trovarne l' integrale ponghiamo 1' equaiione propo- 
ni sono la forma dp4—Ady-\—Bydx=o , e moltiplicandola 
pel fattore Pp-t-Qy avremo P equaiione 
(Pp-t- Qy)dp-*-APpdy+-(AQ*-Bp)ydy4- SQy'dx=o , i! 
primo membro della quale è una differenziale esalta - Quindi 



Y integrale di questa eqùni one sarà ■ ■ 4— Qjtpt-S—a , «*- 

Mndo S DM fimiiotw di i e di y . Per determinarla ditTereu- 
liamo l'integrale trovato, c riflettendo che 

JP-~--Q=0, se paragoniamo questo differeuiiale con la 

proposta trswtrao dS=^AQ-i-SP — ^\di/-\-SQy'dx. Ora 
si osservi che 1' equaiionc (i) ci dà 

— — e facilmente vediajsi caute 

&=^jr' ^Q+JJ*_^-e' , e r integrale perciò dcIU 

Se per togliere le quantità esponeniiili facciamo 
rQdx 

7 i* r iQ dT. „ Pil 

=L , avremo f , e - - , e ia propo- 

ita diventerà 

la quale moltiplicata per " l'integrale- 

«Empio per dare una idea del metodo, per u 
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In tutte queste ricerche libiamo supposi» di costante , 
lo che perù nulla toglie alla loro generalità ; percKe se (■«- 
se dita una equai'iune, in cui un' al irò e le me ino fosso co- 
stante, questa si poni sempre in un' .ilirs it.i;!oiinare , nella 

Semento losse stato suppusm i<..rjr.te , o in t<-.i non sareb- 
bero toddiiGitti i criteri <i' integrabilità , o vi si fotrcbhe sup- 
porre costarne quell'elemento, che più piace. 



CAPITOLO VI. 



(X 



che abbiamo mo'trato al Cap. III. poco pii 
avanti sono anaail i Geometri ne!:' nurpraiionc i!dl' cij-.i.iiioni 
liifljiL-ii'.iafi t\?}\ cTilrsti superiori . Vi è perù una classe di e- 
quaiioni , sulla quale si sono con mollo impegno esercitati, 
perchè e;<i è di una militi Immensi nelia M.-c.anks , e j-S-J 
Asiroin.jiiia Ki^ti . Oi-.c-m classe cimi: itii. .le !' ce = j ì ■ - 1 . -i -i- 
ti, delle quali siamo adesso per parlate con unta l'estensi», 
ne . Dna cqiuii.-.r.e si cliLima littore . :. ! i in essi tutte le 
Tari ah ili , eccettuala quella di cui ii diflereniiala primo è co- 
starne , e le loro differenziali non oltrepassano la prima di- 
mensione. Se J, S,-e r -, .. — AI, -td X tono, f nmioni 
di ai, * die * e 



114 

nr;io;;;'!j ! ■. : - r n ] * o . | . t n v ì n n 1 i'.n-T.i tra due variabili x ed V. 
Nel ci'o di X---i , iì'J«i' e:|ii:inimi hanno due belle proprie- 
[1 .- rrimicraiiitìtitc v: si conoscono tanti integrali particolari 
di a<s, qninio è T ordine dell' equanime , bc «e avrà an- 
imo l' integrale compierò. Infatti, se questi integrali particolari 
(ono i=P , y—P\ y=f'\ =c- . è chiaro che alla proposta 
•a:. .libil i anelli i—ci'-i— c'P'-h-c"P"-t-ec. i e siccome que- 
sto valore contiene rame costanti arbitrarie c, e', c", ce. , 
quanto è 1' ordine dell' equazione , «e sarà I' integrale com- 
pleto . In secondo luogo 1' equazione si può abbassare di un' 
ordine posto )'=/'"'*, sostituirò il qunl valore 1' equazione 
prenderà la forma 

" i-Ja -hA*u -r-jV-i-u j 4-fV-- . . .+-hi =o 

la quale peri non e più lineare. Ma questa equazione t'in- 
segna , che se A , B , C JV sono quintili costatiti, sod- 
disfarà alia proposta il valore di u eguale ad una costante , 
purché questa sia ima radice della equazione 

uV^h" - '-t-ffu"" 1 .... -wv"=0. 
Tolto ciò combìlia con quel , che abbiamo detto di so- 
pra, patUndo dell' equaiioni lineari del primo e del sccond' or- 
Ma per dare la Teoria dell' equaiioni lineali in trina IV 
stensìone , prendiamo ad integrare 1' equazione 

4 w Ci t .iCl'«Q. . . . «v,=z. 

dx" dx" 1 dx n 1 dx" 1 

Siccome il secondo membro X moltiplitato per una funiioue 
di i e per di diventa integrabile, vediamo se per meno di 
una funzione di .v rendei si p-vsa in testabile a:iche il primo 
membro . Sia questi Pdx , e dovrà pereto essere 



r&^JL^l+iiLJjL .... ,- N j) dx una di(fae 



a ; onde per i soliti Ci 



e siccome A, B , ec sono funuoni di jf , anclie P lo sarà 
come arcvamo supposto. Trovato un valore di P , elle sod- 
disfaccia all' equaiìone (a), avremo facilmente l'imegraJe del- 
la propoila . Infatti questo integrale avrì la forma 

f-'y d"-S d a ~h 



ff^BP-^BP^^ 
dx dx di' 

4-BP, d'.AP d'P 



a n valori di P , 1 qi 
_ . vieinmo ri equazioni della forma dell' e 
quaiione (i), e quindi eliminando col loro meno 
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UrJSeimrdÉpV 

OIlene , e il valore di />. Qu*».° valce di J> CMptmJer* 
f, costami animile , e facendo «iccesslyamenie tulle queste 
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tostanti meno una , che sia sempre diversa , eguali a lero, e 
quella che limane =i, avremo " vaioli particolari di P, e 
quindi l' integrate finiio della proposta . Perciò li proposta si 
porrà sempre integrare, quando si conosceranno n—i. integra- 
li particolari dcllj medesima nel caso di X— 0. Questo cele- 
bre Teorema a dovuto al Sig, de la Grange. ■' 



Ma quanrunque questo Teoremi renda motto pìfi fera- 
ce Y integration*, deli' eqnaiioni lineari, pure non si cono- 
i per anche alcun meno d'integrarle generalmente Faccia- 
3 perciò f applicaiion* di questa Teoria a qualche caso , 

e ammetta una soluiione completa. Siano J , S, C N 

ì costami, ed X fhniione di x; 1' etjunione (a) sari 




e tralascio la costante, penili mi basta d : 
avere un. valore particolare di P. Trovato questi 
P avremo l' integrale pitmo della proposta cori e 



f W- W" V v ' ' ±*SJ t^ Ji 

Siccome qae«» »quaiiane d«v" essere Woniira , »Yiemo 



cibi m=lff*-rd , . . 



~', e gli Ai 



termini dovranno svanire, cede si potrebbe dedurre it valore 
di m, di ipi", ec, : ma potremo ciò fare più facilmente in se- 
guito. Se net valore trovata di m sostituiamo i valori di M\ 



la qual quantità non e che il diUeremiale di 
a' " *-Ja' n ~~''+-Ba n ~~ 1 . . . . 4-M*'+-N preso per rappor- 
to ad a , e diviso per da . Il valore di m diventerà quello 
di ni , se In luogo di a' vi si porrà a : per confermarsi' di 
ciò basta sostituire il valore di y non più nella prima , ma 
cella seconda dell' equazioni integrali . Se dunque ponghianw 

*+-J T "~VC{ B— } -hMl+N=&, 

„» ..'- .^ 



S »rà n =-^ PO"' T— . ■*= ^ P«» 7=»" ^ 
posta i=a", ec, ove a', a", o"', ec sono le radici dell' e- 
quaiione P=o . Ora essendo la quantità 
P=(,-«'Xl-a")t[-0 (!-■'"'), «ti 

»=(.'_."x.'-.") .... c-M 
,'=(.-^J.-J)....(.'-." l l 

.-=C-—»"-"') •• ■ • (.--.'"') 
T=n\ ra"=- ^= posti 7=n'", ec. Troviti cosi i viloti dì 
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Se o'=fl", i)tl n=rn'=o > e quindi due termini dell' 
Integrale diventeranno infiniti - Per rimediare a questo incon. 
veniente ci serviremo del metodo del Slg. d 1 Alembert , e po- 
nendo o- mento , ove <?=n^(ji . fa- 
cendovi 7=a' , ed m'=:uQ facendovi j=a"=a-t-n , cioè 
pel Teorema di Ziiy/or a motivo di » piccolissimi 
nfs» facendovi T=o' . Sarà perciò 

J—_-_J. _ ' - | J?, e Ì due primi termini del va- 

lore di y saranno in questo caso eguali ai tre seguenti 
e**^* .X^e^^fe-^.Xd, 

— -C 

^^«'■^•^/«^"'■•-"Kxii:, t quali a motivo di 
e°" i =i-t— ux trascurati i termini infinitamente piccoli diven- 
teranno — 



f e "*xfe- ' SX .Xd* 



-~Z e fe a * Xdx, fa T è I Btte ptlml' lermìni h 
trio e il quatto riducono ad - 



- ci— T 



viemo msuvR facendoci ^=a' , nr= u («V)fl 



facendo t=s' , bi"=»V— Scendo ^a'-t— ; cioè 
m"=uV— <-) (■ ff ' t ~"' rfj 4 " "" irfp) f"* 1 »*" T=o' - Sili 



le potente di - nonghiamo e ul /e *~^*.Xdx=u , cioè' 
A ' a+-w ) K .X(/r=ue wx , e d riferenti iu do avremo 
du—w«dx=i ~ ax ,Xdx. Prendiamo adesso 
u=T+-T-t—T"*1-K. , e sosiiiuendo questo valoie nella 
equatione precederne troveremo 

—e~ a ' x .Xdx—*Tdx—<** Téx— «. 

e quindi T=;<r a ' x .Xdx, r=fdxfe— a '*.Xdx, 
T"==fdxfd x fe~ a \xdjt S e pciciò i] secondo connine dell' 



.j- DWt Mdby-GoOjfc I 



integrate sari eguale ai Ite seguenti i — .— '-ùj 

similmente ti noveri essere — - f e ~° *- xdx 
^ <*'é ÌX f<>*{'~ aX - 7idx ' u "e a ' x f JxfJ4e—^J[Jx 



Ìli,.;,.' .... L*"^ 'fl\a-u , 7"«W'**» J i T *'' ^U-b'"*" 

óve i tsrmìr.i iv(ii)!:i ti elidono, e timo si riduce alla loima 

4 ~~^' t f d *f dx f e X -Xdx. Se adunque l'equazione P=o hi 
tré radici a', a", a 1 " eguali, in luogo dei primi ire termini 
adi integrile dovremo pone i seguenti ; 



^j3ZpL e ax fii i fJxf{~ ax .Xdx, tacendo *;=»*. SI vede ab- 
bastanza il meiodn da tenersi , quali do 1' equaiione P=o hi 
un più gran numero di ridici eguali . 

Se due «dici o", o" santino imagraarie , avranno re- 
speliivamente la forma /St/ — I, »— /V— 1 ; anche la 
quantità m sarà dtlla forma M-t~N\> — i, e la quantità m' 
della fornii M—N\' — i . Quindi i due primi termini dell* 



integrale : 



cos.,&>fctV— Iscn lìx , 



' ji^-w, >.i-i."i 

caso presente li dovrà pone in luogo de' due primi _ termini 
dell'Integrale. Di quett' equazioni lineari con i coefficienti co- 
stanti hanno i primi insegnato a trovar l' integrale ì Signóri 
Euter e Ì Alembert. 
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respeitivametite delia forn 



p-i-qx' lp*-ix)' 1 Ipi-qx)' 



essendo jC, B\ C, e . 
Imione dì questo taso dille nostre formule , si Osservi che 
l' equazione (a) diventa 



E' tacile il vedere , che si può soddisfare a questa equazione 
facendo P— (p-i-j.v)', posta r costarne) ed r sari data dall' 



ove jV\ M~, L\ ec. sono i coefficienti della proposta pfeiì 
radice di quella equazione, avremo l' intesale della ptoposta 



*=(p+-1*) ■fif^VìTf .Ida, 
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4-(t*- 9 x)'' fcpt-qxf Jdx.tD) « 

-t-ec 

={p-t-<}x} T f(p*~qx-)~' .Xdx. 

^^VZ'jt^n-cJ^f j'('''-t-n-i)(''^'i-i)-t-i''?'(''-*-»-?)r''-*-n-a)('-'-f-n-JK 
e sostiluendo ì vaioli di M" , L" , ce. 

^A/^-'l^^'f''-n-iX'-'^"-')-i-/'? , {'-'-Hn-4)i>'-i- n - J )(rV I ,-,) J _ 
+ff- S .-(rV' I - a X''+-''-0-i-A , (' ■H„- 4 ):.-'- 1 - n - J ]( r V n - i )- 1 -' 

^/ ! 't f '+-n- 3 X''*-''- aX''->-i-i ) 

Quelli quantità non e che il difleremiale di 



memo V>=-^ facendo ^—r , m =— facendo , 

»"=^ ft«»do «. , ove r', V", ec. sono le 

adici dell' equaiione P—o, 
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Trovalo un valore di P che abbia tpieste proprietà , I' ime- 
graie della proposta avrà la forma 



C=CP- 



ff^BP -j- 

à&P. <P-AP 



Se conosceremo due valori di P , che soddisfacciano all' eva- 
lioni (a), avremo un'alito integrale , s qiiiidi eliminando il 
— I 

difiereniiale più alto — , con che verrà a sparire an- 

d * ..... 
che il difTereniiale del medesim' ordtne delle litre wiabill , 
otterremo l'integrale della proposta di due ordini inferro™. E 
così in sedilo porremo Unte volte integrar U y:r>rr-r.i , 
quanti diversi valori di P conosceremo, i quali sod disfate la- 

n ° "retirlente dalle cose precedenti, che la ricerca dell'fn- 
tegtale dell' evalioni (h) dipende dall' integrale dell equa- 



nelle quali si cangia la proposta, se vi sì pone X=o, « « 
consideri se para tarli cine ciascun», delle variatili. Mi prima di 
cercare 1' integrale di quest" equaiioni, o dell' equaiioai uii, 
sarà bene osservare se la proponi è inarabile; poiché, ic 
non lo fosse, farebbe opera perduia li ritma dti valori di P. 
Per veder ciò si elimini la quantità P dall' eqtiaironi (a) , e 
ti avrA una o più equaiioni tra i coeffidenu, le quali se sa- 
r.iimo idilliche la proposta saia integrabile: altrimenti non lo 
sari . Si potranno anche trovare le conrjiiinni necessarie jier- 
phe la proposra ammetti, un integrale di un' ordine inferiore 
di due □ più uniti J pei la qual cosa rimandiamo a ciù che 
abbiano d-jlio mi crileij il' mufii abiliti . 

Se i coefficienti A, B, ce, Al , B\ , ec saranno co- 
itami , la proposta ammetterà un'integrale dell ordine n— I, 
se I" equaiioui 

4j " B ~'-*-Cj fl_ * =N =. 

4iì"-#ij "~'-r-0,' I ~ J ■ - . ■ =tfi=9 

avranno un fattore comune di primo grado ; e se questo fit- 



rore sari nf— i, il valore del moltirlicatore P sarà e -Se 
le medesime etjiimi'jiri avur.uu ìjjmik un fattore di secondo 



Diqfeoa rw£ ( jqo.|c_ i 



grado, la proposta li potrì integrar due volte, e cosi in se- 
guito. La proposta noi! ammetterà ud' integrale finito , che 
nel caso, che queir equazioni abbiano mite fe radici respet- 
nvameme eguali Tutta ciù si comprende da quello, tbe ab- 
biamo deno di sorta parlando deli' equaiioni della sica: tut- 
ina tra due sole variabili. 
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Siano adesso propone le due equaiioni tra ir» wrhbili 



-t-JVy 




Moltiplichiamo la prima per Fdtr, e la seconda per P'dx , 
ove P e V sono ttimioni di r, o supponendo- che la som- 
ma di questi trodatti sia una dlfloieniiaìb eSitia , avremo per 
i soliti criterj i* integratone 



ri*" àx n ~ l dx"—* 

+. ^JylL - ■b ì p' i j*- 1 .c ip 



Trovati i valori di P e di P\ che soddisfacciano alle prece- 
denti equazioni , avremo l' iniegtile seguente ; 




dx m ~* tt*-"*"* A 1 ""» 



dx m ~* di'*' 1 dx m ~* 



....^NìP 1 



Supposto- n>Bi, siri un il numero delle "ilanlilà y, 

dr'dx' "" jjp—l ' T ' lix' ite" ' ' ' ■~^Z~ nel la 
equaiione (A) : e quindi se conosceremo in valori dì P ed 
airi-ertami di P" , avremo m integrali , dai quali mediante 
i e.m^i-rione r.mwv..; [m v a;e li v^icjrc Culo di y t ,...„]!„ 
di ^ Ma basra che il numero dei valori di P e qntllo dei 
valori dì P sia 2n— t ; poicbi l' elìraiiuuooe ci condutià al- 
lora ad una equazione del prim' ordine tra y e ~, o pure 
tra ? e ^ , L quale sappiamo integrare. ' . ... 

Osservando «.desso che i valoti di P e di P" sono t me- 
desimi quando X ed X lono eguali a tero , se taurino dati 
an— i valoTi di j, ed altrettanti di t, i quali soddisfacciano 
alle proposte nel caso di X=T=o , potremo come sopra 
(145) dalla equaiione (jf) ricalare i valori dì P e di P" 
Quindi il Teorema del Sig, de la Grange sì estende anche 
al caso di due equarioni tra tre variabili , le quali si sapran- 
no perciò integrale, » l'integrai* se ne conoscerà allorché 
Z ed X sono eguali a lero. 

Tom II. G g 



Sema proseguire più olire queste ricerche, dall' andamen- 
to del metodo, die e sempre uniforme , lediamo chinamente , 
the questo Teorema ha sempre luogo nella iniegraiione dell' 
equaiioni lineari, qualunque sii il numero delle variabili, so 
il numero dell' equaiioni è di quello minore di una unirà. Ss 
poi il numero dell' equaiioni sari di più di una unirs minor» 
del numero delle variabili , si avranno in tal caso dell' equa- 
iioni di coudiiione, le quali dovranno aver luogo , perchè l'in- 
tegrazione sia possibile . 



Del resto , allorché ioti date più equaiioni , si possono 
con 1' elirninatione ridurre ad una sola. Per mostrare come si 
debba eseguire questa, eliminatone , prendiamo per esempio 
1' equaiioni tra ne -variabili 

Eliminando avremo una eqtiaiione , che differenti ala sarà 
della forma 

dx' dx' dx dx dx : 

Ora col. meno di questa equaiione e dì una delle precedenti, 
eliminiamo di nuovo 0 , e r equaiione, che ne rimila, 
dìfféreniiata prenderà la farmi. 
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nieste quattro equaiiom \,/>^-ì 



Facilmente apparisce, come il metodo estender ti possa ad e- 
qimiom di un' online pili elevalo . 

l c ne 1 nis-.iici.-iJ piiceiicnti; s-j?roiir,l-.i,in:o ; cccll.ci::;'.! 
A B. SC, Ai ■ #•> -*3> s ì< ec - 

tulli costami ed jT=X=Oi l'esposto metodo dì tlinutniio- 
no ci condurrà ad^una equazione in J, la^quafe avrà i coef- 

the abbiamo insegnato di sopra (146) potremo soddisfate a questa 
tquaiione ponendo y=e mx , ed t* costante. Posto ciò nelle 
due equazioni proposte facciamo y=c , e e , * 
quelle divise per e lnJf prenderanno la forma 



W 

ove 0 , a, b , i', ec sono quantità costanti . Ori i chiaro , 
che a quesi equazioni possiamo soddisfare ponendo u costan- 
te . !n tal caso dalla prima equaiione avremo i~— p e so- 



siiiuendo questo valore nella seconda ne otterremo o'i-a£'=o, 
donde ricaveremo il valore di m , e quindi avremo il valore 
corrisponderne di y , e di f , e perciò V iniegrale delle pro- 
trale composto di tanti interrali particolari , quanti saranno i 
valori di in. L' istesso metodo può applicarsi ad un numero 
qualunque di equazioni, come per dilucidarlo mostreremo nel 
seguente esempio. 

Si debbano integrare le tre equazioni 

d'y dy d'T ór d'a du 

d'y dy ■ d\ dz ■ d'u da 

quantità costanti , e le proposte diventeranno 

SM 1 im+- ; 8 4-o( 3 di ' +- j «-4 B )■*-&( H ' - j su 4-2) = o 
B1V4 3 m-25 4-a(n jnf-m-z $a)+-B(.m '+■ 1 7 «1-361=0 
' jra"+-iim-(a8-aCiani , -sni-i3o)-j3(i)i'~i3"i+-i8)=o. 

Dalle due prima equaiiont otterremo i valori di « e di 0 , 
_ [ib'+-4 3BI-1 54)] m'- ] m-iH» '- ' ggti 8)fmVi? m- 3 6) 

_ -(aBi'-i ° m-i-59)(3 3r ii'-ni-g5Ól-(ni'-t-43ni-a54X!' n j^g^j) 
( 3 ni ' 3 iji-4 BXm ' ** 1 7 m- ì 6)-f-(ii 3 01 ' - m - J 3 °J (« ' - 3 » r») 

e sostituendo questi valori nella ter» avremo 



Le radici di quella equazione sono i, 3, 4, — 1 ,. — 1; 
i valori cotrilpondenli di a si troveranno 1 , I , 1,-1,1,], 
e quei di & 1 , a, ! , — 1 ,3,1. Quindi i valoii completi 
di y, T, ed a saranno i seguenti: 

y=Ce*-^e' x *-C,ì s +.C , "e* x *-c''' f*+.C " e"*** 

B=CeV;C , e a - v -*-C''e' 1 -C"e 4jr -(- J c'V 3: 4-iC''-e w!1 -* : 

CAPITOLO m 

Delle soluzioni particolari dell' equa\ioni 
digiunatati. 



A. Botaroo già osservato , che f equazioni differenziali am- 
mettono alcune soluzioni particolari , le quali non sono com- 
prese nell'integrale completo. Cosi F equaiione 
. xdx-^-udu . 

y ~ V{«Vy-i O" p " ln,e 8 Elle «oroplew . . 

jr=nW(iVji*—iB^) , 0 sia a'~iav—x'-t-m'=o , e per 
soluzione particolare x'-t— y % — m'=o , la quale non e com- 
presa nell' integrale completo , perchè questo in quella non si 
cangia , qualunque valore si dia alla' costante 0 . Questa pa- 
radosso è stato per la primi volta osservato dal 5ig. Euler , 
lì quale ha date alcune regole per conoscere , se lina data 
relazione che soddisfi ad una equaiione differenziale, ne è un 
integrale particolare , o una solmione particolare, senza che 



sia n0 .o ]' Integrale completo . Queste redole 
if.E alquanto pili generali in Sig. d Atembe 
dorcet , fiochi il Sig. de in Place ha insogna 



reputo* F=o s.dJì.ra.ebbs .11. proposr. 
limie df=pax fosse in quesio ca=o la me 
Ora supposta a variabile abbiamo dy~pdx* 



. sostituendo quelli 
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ne ricavi il valore di (jj^) t & (^f) t * P oste < J U=S1 ' luan- 
lill eguali a tero si avrà uno o pivi valori di a par * eri y , 
ì quali sostituiti nel!' integrale completo ci daranno allettante 

che a e le costami dell' equaiione difierentiale ; in ral caso , 
tkcomc a è costante, non avremo una soluaione particolare, 
mi un integrale particolare compreso nell' integrale completo. 
Se quest'equazioni non contenessero o, ma solo x ed ji , al- 
lori convien vedere se dal paragone di esse coli' integrale corn. 
pietà il valore di a risulta costante o variabile ; nel primo 
caso quel!' equazioni saranno integrali particolari , nel secondo 
soluaioni particolari. Che se il valore di a si trovasse — - - , 

integrale indipendenti dalla costante a, e stranieri all' eanaiior 



(SK?- (SD- 5 ?—*-* 

tra di queste quantità =o otterremo a~y , e sostituito que- 
sto valore di a nell' integrale completo , esso diventerà 
ir' 4_ v '—m 1 — 0 1 t quesla sa[ì ] a soluiione particolare della 
proposta . 

Se si cerca la curva, in ciascun punto della quale un 
punto lucido produca la medesima illuminatone ~t , si giun- 
gerà alla equazione rf*;==-^-^, ove a è il [aggio vetto- 
re preso dal punto lucido, a ^ è V angolo che fa il raggio 



vettore con una retta data, la quale passa pel puma lucida. 
L'integrale di questa equazione e u 1 — sen.(if-t— ri) ; ma qua- 
lunque vaiate si dia alla cattante a , non ne vieti mai l' equa- 
iione u' — i del circolo, il quile soddisfa al pi oblema : con- 
verrà dunque che il cerchio sia una soluzione particolare dell' 
equazione pioposra. Per accertarcene prendiamo dall' inle- 

la seconda di queste quantità posta eguale a zero non ci dà 
niente, ma la prima ci dà ccs.(i?-<— <t)=o . Combinando 
questa equazione coli' integrale troveremo h'=i , che è 1' e. 
quaiione del circolo, the cercavamo. 

Prendiamo a ri u tracciare le soluzioni particolari dell' a- 
q nazione y^^^f' ove *~ ^ XJr ~ ^x'-f— J3x'+-£x*, 
¥=A+~Si/-i—Cy , ->—Zl!/ , -t-£y'', V integrale delia quale ab. 
biamo trovato fijej) essere ;iW7^(»-.))v'(jhr|, o- 
ve F=D{*+-y)*-E{.*> r -yy . Se ponghiamo ^=X 

^~ T ' ' (%")~(^} = ^ ' dedu " eino dall' iniegiale com- 
pleto f^Y. (x -yWY 

fà*\ U — yWX c. , 

CD" 9 ' 8 (S =0 "° v *" m0 " p*" 0 luo|!0 v_J,=0i 

ina siccome in questa equaiione non è compresa la quantità 
a, ci deduca dall integrale completo il valore di 
a=J~-^~i V, e poiché I' equaiione x—y=o ren- 
de n infinita, essa non è una soluzione particolare, ma un 
integrale particolare compreso nel completo . Le quantità 



(id) ' (.Ju) ^' Vi "S ono nu " c snelle posto 7=o , 0 X—c, 
puichfi non sia nel medesimo tempo r==p , o Jf=o. Quin- 
di le soluiiiai particolaii dell' erjuaiione proposta sjr.i:-]-.ij' 
le eonpieio nelle foirae i=u, o j^sa , ove u i 
una qualunque delle ridici disuguali dell' equazione 
4+~Sat~ Cw-f— Da' -^-Eix'—a . 

Troveremo le medesime m.mhìoiil r-cr !' e-juair. 
_+-._^._ 0 , di cu i ['integnJe compiete j 



_(yx--v_ry 



' t/X-t-W r ^-Nt**-?); ' l««io fattore posto =9 

non Soddisfa all' equatioae difleremiale . 



nregrale compialo non. si conosce . Per riescire in questa 
'va ricerca conviene riflettere ad un carattere , il quale di- 
:'S«e E.' iliu-.ji-.iIi !ì.i;!ì:c1.iii dt.k mimi™ particolari . Qua- 
•q ne integrale particolare dedotto dall' integrale completò 
lenti sempre all' equazione differenziale , di qualunque or- 
■e ella sia. Ma se dall'integrale completo si deduce un» 
unone particolare, essa soddisfarà sempre all' equazione dif- 
-•nuale, se questa è del prim' ordine , ma se fosse di ira' 
ime superiore, non vi soddisfarà che nel caso, che abiia- 
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i o l-.i.ifn alarne coiidiiioiii . Per ritrovarle ponghiamo che sii 
V=o lina equazione finita ira x, y ed una costante a, la 

.iy— pili— qJa . DilTeicniiamo p supponendo dx costane, e 
;-i»io /Ì-V.V+— :j :ri [il luogo di dy sia dp=p'dx4~q'da , e cosi 
p.ircjliJi tr.sd;sirra inanima fu ,:>. ■ rfdx— rj'da 

— _ /t en 1 eq alo- 

ne Z~-o ad prL:i-.' ordine- : irwiliii'jr.do le uè eq natio ni F=o, 

1' equaiione del second' ordine Z'=o ; P equaiione del ieri' or- 
dine Z°=o otlencrno , se per eliminale a ci serviremo delle 
quatrro equazioni F=o , d)—pdx,d'y=p'dx' ,d'y=p"ix' ; 
e cesi hi seguito per g ! i oiiiini seriori. Allorché a h co- 
rame, f=o soddisfati a mite quest' equazioni Z=o, Z'=a, 
Z"=o, ce. all' infinto. Ma se a è variabile , l'equazione 
Vz=a non può soddisfare a Z—o , se non è j=o ; non 
piò jodditftte a Z~o, se non ì q—o, e ■/'— o , acciò le 
ii.ii: ci li alieni <!■/■■— t'.-ix-ì- ijJa , dp—p'dx-^-qdd sì riducano 
a d_;:-/tilx , e dp—y'd-v, come nel caso di d costante. Si- 
milmente l' aquaziane f=0 non soddisfarà a Z"=o , se non 

«*^%'.7=iEi (il).' 

te precedenti condiiioni si riducono a (jf^)~° ' (jvda) = °' 




integrale completo mediante l'equazioni (,"^"}~° 1 ° ^,~d^) =a 



Digiiized by Google 



... o sicuramente al problema : mi il 

feieniiile sari del second' ordine , le soluiioni particolari de-* 

dotte dall' equazioni ^J™** ' ° (s) =0 110,1 solId ' sElI! "'- 
no al problema , se non saranno tali , che rendano 

Se in qualche caso avessero luogo 1' equazioni 

(S)=°. -° 

(iL?-^— a. f-^- |=o , ec. all' infinito , la soluzione car- 
dydal ' Vdy'tfo > 
ùcolare soddisfacendo a tulle 1' equaiioni diffeteniiali di qua- 
lunque orbine ricavare dulia proposta avrebbe il carattere d' in- 
tegrale particolare . Ma in tal caso è facile il vedere , che 
la quantità non conterra x, ma solamente a e costan- 

ti; infatti ponendo *+-» in luogo di x t e chiamando 
(^) ci6 che diventa la quantità dopo questa sosti- 

Unione , abbiamo pel Tiorema di Taylor 

Ora lupponghiamo che t equaiicne (^)=° « 
a=K*)i e P pjiunkwB^=od darà a=Kx-t-») ■ Ma 

— (£)"-~(fi)'(s50 

K. all' iElinito , e perciò anche (^Q ; <f" a ^ WI * 



F(x*-w)=F(x), cioè F(x) costarne . Essendo adunque ce 
lume il valore di a, allorché le quantità (£) , (^X) , «, 
all' ìiifiniio svaniscono, avremo in Tal caso un integrale par. 
titolaci , e non potremo »vtre una scl-iiinne fi:iic..l„it , s:.e 
quando alcuna delle quantità (jj^j) • )• «• non i 



(:a:c completo Sa darà I' equazione differemiale Z- o , dì 
cui 1 imegrj'c cjmr^rn >iì V=-$ , ersiudo C una lunnor.e 
di x, di y, e della eostante arbitraria a . Siccome 1" equaiio- 
ne Z=o è indipendente da a, sarà(^)=n, o si" riguardi 
y come fumione di x e di a, o *■ come fumione di y e di 
o, queste iuniioni essendo date dall' equazione F=o. Ora, 
supponendo chi I' equarione Z=o sia priva di quantità tii- 
acendenti ed inaiionaìi o fratte, se ponghiamo essere 
dZ=Jd ^-Bdy+-Ox , „, mao | e A , B , e C, 

funiioni di x , y, e ?. BigUMdandoycomefuniioqe dii sdì 

soluzioni particolari dev' essere ^-^= D , ed essendo J senta 
detto mi nitore non pu5 in qutSto caso diventare infinita , dun- 
que l' equiiioae pretedenie si riduce ad A (^)=° ■ ■» 
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quale ci di A— o , quando non è isro insieme con 

(D ' Se dO ' (ri) sv3nisccno «"destino tempo , 
l'equaiione ^ (jjJ s )-*- J (-|)==° «Mi ld*»Uc» , e diflten- 

le . Quindi avremo ^=0 , se non svanir! incoia 
(~(U\ja) ' nU 5e '" tht f"*" V*»ti'i f " sse ,eto diffeiemie- 

I' equaiìone A (^-~^=o , la quale ci darà A=o, se 
(jT's) non svan ' ste ■ S * ve,,e adunque che a,,,emo ne - as - 
sariamenre J=?o, se tutu le quantità , » 



ptt ciò che abbiamo dimostrato di sopia , A—o nel caso 
delle soluiioni particolari. Ripigliamo 1' etjuaiione 

dZ=Ad d £*-BdjH-CJx=o, la quale a motivo di J=o ci 
e questa eguiiione dovrà combinare coli' 
1 ■■* — o iella proposta sai! eliminiti 



~ . Ma poiché supponendo dx costante abbiamo 

g^£fe£*f, na l caso delle «ottoni par.icol.ri ,. 

vremo |pt=^* Abbiamo supposti y funzione di x ed a: sua 
potevamo egualmente suppone * riunione di y ed a, ed al- 
lora avremmo trovato nel caso delle soluzioni particolari 

-^=^-, prendendo rfy costante. 11 primo caso comprende la 
particolari ricavate dall' equwione ^J=o , 



tondo quelle che si deducono dall' equaiione (^)=°- 

Ripigliamo gli esernpj precedenti, ed in primo luogo, sia 
. xdx-t-ydy 
data l'equazrone dy=- ( ^_— . Averne 

dx' [V{*V B '-m>J^]^v'C*'■^•J'*->^. , ) ' ' S '" 0nl8 
questa quantità dev' eisere — — , avremo le due equazioni 

W(x , +-y'-m')-yy.V{x , -t-y'-m')=° ■ 

La seconda eì dà o ì/ti'-h- v' — m) — y=o , o 
V(**+-y— m')=o ; se facciamo V(*"w-y"— m'J-j'ero, la 
prima diventa ~m'=o , che non ci di niente affano ; mi se 
ponghiarao «/(**+-; j'— m')=o , la primi diventi 



-i> j-c. t pcich 
--'=- - , 11 più 



j = vvv^-'hv i iifctMta>dll lv , eioo 



ponendo 
o le due eqnationi 



Se per soddisfete alla seconda facciamo *-=o , 
■venterà [y*/(y'— »')-A s ']j= 11 > * 
so è ^=i-, il valore 1=0 non soddisfi 5 



— — — — Jj, e quindi Te due eqnationi 
Ei+-n') t=°< "V{i— w')=o. U seconda d d 



t wdÓis&lta II prima, ma prtio 



Sia daia in :eno lungo l'evalione ^=^. ove sia- 
mi A* ed 3" due mottinnmj di r e dì y , e supriu -[;!-.Ej:?i :i 
F*r.:n;::iL-xM^ clic A' e.) 1' non ibh'ma che l;i;or. semplici, 
eroe che quando X— o, o y=o, non sia JC'=:o, o ¥— 0 

d,, lr ? - rr 

Ralla equaiione proposta si deduce - ; = 

■ aJv'ATJ' 
e quindi le due Equazioni XvXY—o , ed 

xr^-x-r^o.chi rvx7-x-r=o. La F b» 4 

di 0 A=o, che non soddisfa alla seconda, perchè per ipo- 
lesi r non c =0 ; 0 7=0 che soddisfa anche alla secon- 
da . Oh indi i Canori semplici di ¥ posti = s sono allettarne 
«oJaiioni particolari della proposra . Se X ed X' fcincio i.-:o 



' equaiione c'indicherà , che tulli i fattori sempli. 

ci di X posii — o sono altrettante soluzioni parrjcolari delli 
proposta . 



Ripigliamo 1* equazione dZ—Ad d * +-Bdy-i— Cdx=f> , e 
iupponghiamo the Bd r \+~dix sia nullo da se medesimo . la 
ni caso, porcile sia ■ hasietà che sia A=o, e la 

Z=o, ed A=o. Mi si potrà allora or tener fjcilmerite anche 
l' integrale completa; palchi nel caso di un tale integrale non 

essendo A=o avremo d~==a , e ^=«1 = sostituendo que- 
llo valore di ^ nell' equaiione Z=o , otterremo una equa, 
rione finita tra 1 , y , e la costante 0 , che ne sari L' intO-_ 
graie completo . Sia data per esempio 1" equazione 

y'-'-^iH*'-'}^ ; differenziando avremo 
£(*'— Ojjj - *f 1 ^% mo > e '' inte S ra ' e completo 
d."~=a, cioè -J="> sostiiuilo i) qual valore di ~ sella 
proposta r integrale completo sari y*-j-iax)H-o *{**-•)= 0 , 
dot y — ajr=V(n— fl") . Per trovar la soluiione particolare 
facciamo (** — 1) ~ — -.xy=x>, e sostituendo il valore di ^ 
(iella proposta avremo la bramata soluzione *'-t-ji' — 1=0 . 

In tutte V equaiionì di questa forma avremo 
d -^ r =° > * quindi ^=a, ed jr=a*4-i, t questo tari Tilt* 
tegrale completo della proposta . Ma questo integrale non dò- 
Tono //. 1 J 



Hcieicr.lr.ii b 'istituiamo il valore ili }■ nella proponi, ed ot> 
itrremo ur.a rfgiMimne tra a e i, dal-a (pale putr era o e:pii- 
meic I te i (JuiniJi r" tiovjtc !; torrr.i generale c. ;i.t,:' 
t-, iuio.li j-on^Humi) * — denoutiìn »i una funri ire |tu- 

hmque , ed avremo " '• e «ottiiueudo i valori di a e dì b 
p.;lb e:;«aiipin _-.=r«-r- 6 ne ricaveremo 
j=.v X.+^P'i • Infatti differenti! ndo avremo 
o=^i-+-(p'.^-^i/.^ , ove per 9'.^ indicliiamo la quantità 

iti , , lnU1 „ i| =s , „ «-,'|=o . u F l«, 

quattone ci da -J-— 11 , e go»i<ui» questo valore nella plo- 
rata ci dà y= u j:-t— ct.a, e questnc l'integrale compierò . Elimi- 
nando dalla propo>ia "j- per metto della seconda evalione 
avremo una joluiione particolare , la quale apparterrà sempre 
ad una curvi, mentre l'integrale completo esprime uni ietta. 
Il Sìg. Oairmi il primo aveva osiervato qucsro paradosso di 
varie eqimioni, che s'inrcpjano per meno della differcntìa- 
lione, e che appartengono nel medesimi! tempo ad una retta» 
e ad una curva. Ma la vera Teoria di q itesi' cqu ilio ni si de- 
ve al Sig. de la Grange , il quale ha mostrato che lutili dal 
formare un paradosso, essa era uni coi.iegitenia della Dot- 
trini delk soluiioiii particolari . 



Passiamo a ceraie le solution! particolari dell' equaiicmi 
difFereiuiali del second' ordine, hia <i.ua :,.i,.;tq..ic 1' ciurmo 
ite! sscand 1 ordine Z=o , ed il di lei integrale finito T=o f 
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ove Y con reni due 
A comò funzione di 



liihile . purché abiiian lung^ 1 equiiinoi 



dJj=J>if*+-^JrfiU <1;e *■ "'"t* a d)=pix 3 ni). 



la forni» <Ik=P»>+-^) rfa-t- ^)^* i «il «Hot» ^ 
rco la toliuione paiiicolire dalla eliminazione di d i Ì, i 
mediante le quanto enuaiioci i"=:o, 

I ! 3 



Sia dati per esempio 1' eqiuiione del second' oidine 
finito completo e jj=: — bx-t— a'n-Ì*. Di questo ìntegra- 



+.lo*-f>-t— ai)^=o, jf+~so.( dille, quali eliminando 

. rft _ 

e, e — oiterreino 1 cquauone •» 



. che e una Mitra 



colite dell: proposta . Integrando questa equazione avremo ti- 
si soluiione particolare finita; a quest' oggetto ponghiimo 
quella equuiooe sono. la fauna. ( 
^ ^■+-(S)t'-H fa) j|- — x 1 — i6j(i+o:")=o, ed estraendo li. 
radice quadrali avremo. 

~i-*'-l-2*=V{l-i-*'VW>-i-4* , -i-Je*) ° V^dL 
4rfy-t-i«fr-t-*'rf jf__ 
V(l6jr-t-4*'+-A-'). 
v'[ 1 6>+-4-'^ 4 >=iv , (t-i-A-')+-lo e .[i-t-y'(i^')I-(-c-. E* da 
osservarsi che questa soluiione particolare i trascendente , 
mentre [' integrali completo i algebraico . Si facciamo variare 



=idW(l-t-JH*) , ed integrando. 
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„ «. ponendo ^^±^,J',L 

li solunone particolare i6y-t~$x*4-x*~o dell' equiiione 
~^(Sx'*-i6x) ^_ x *_,6 J ( I+ - J ')=o, perchè il va- 
lore di c si troverà eguale ad una funzione dì Ma non 
ne segue, che i6y-t-^x'+~x*s=^o lia una soluzione partkola- 
le della proposti: acciò lo fosse, bisognerebbe che ne risul- 
taste =o il valore della quantità 

S d ' I 4x1 2x' 

( -— — j ■ .. ■ Ma posto in luogo di il suo va- 

\dxdc) 8^16^4-»-™') dx 

lore questa quantità diventa (£^) = ,a 1 uile n °" 

è resa nulla dall' equaiione l6t/-i-4x'-<-x'=o . Dunque questa 
equazione non è una soluiione prtknljr- de'.h [n'p-tJ ■ 

Supponghiamo adesso, d-.'e ne 11 sij dato l'integrale com- 
pleto finito dell' equazione' del second' ordine Z—a ■ ma un 
integrale primo completo F~~o conlenente lina costante ar- 
bitraria a. E' chiaro che I' cip 1 azione 7. --a nasce , allorché 
si elimina 0 dalle due equaiioni (['=0.^ e, rff*==o T » sia 
d^ssp'dn.. Ma sesiipponghiaino n variahila , in modo che 
il differenziale: defr eqùaiiotwt . fiaOid.-Jia ~;j :.,: 3 ia 
d^=p'dx+-q'da , il lesuliato dell» elìminaiiqne sari il me- 
àtàw*yfariik-fo4=(rg^y=&-.> Quindi- noTefemo.- la 
soluzione particolare- combinando 1' equazione |^' ; J-|=o con 

1* altra F=o- Prendiamo per esempio 1" equaiione precedale , 
dì cui un integrale" prime. i~ "' ^ V",,,'" J 




tità =o avremo o= — - — ^-'i il qua! valore di o iostitui. 



IO noli' integrile primo precedente ci dati 

js= — — — -— — the è la soluiione particolare 

trovata . di sopra ., Al medesimo resultato giungeremo prenden- 
do .diiù i;nj>;j|; primo della proposta. 

!j; dall' cqii.i.-:o!H Z—a differeniiale del second' ordine 
deduciamo mediami.' 1j iiWerci-.iiJi.ione I' iK;uiiiom Z'~o , 
Z "=o , Z"'—o , ce. , troveremo come sopra , che accio utn 
soluzione della equaiione Z=o soddisfaccia all' equaiione 

Z'=o, converrà ohe sia (£^)=° , « (£ìQ=°> «f» 
soddisftecia all' equaiione Z"=o, oltre le prime due equatio- 
ni dovrà aver luogo anche i' altra ('jji^;) =0ì " 
gai». Ma « le qruitìu . (^), «• ^Bàttìi 

fossero tulle nulle, allora la soluzione panico! are. diventereb- 
be un integrale particolare (15Ì): quindi nel caso dì una so- 
luiione particolare alcuna delle quantità (^i^J ■ e= - dovrà 
non esser nulla . Perciò se ponghiamo 
dZ ^Ai^p-f-B^fCdrt-DJì, troveremo coste sopra, the 



nel caso di una soluzione Rartkoljre de\' esseie 4=0 , 
quindi ~f^i^~~ ■ ^ v,5mo ' n 8 u ' sa d"* «quarioni tra x , j 
4^, e le quali eliminila ™. col metto della propos 



Sia daia per esempio 1' equaiiune 

..«(jfiV^JtVi^. M li.ii. l ..li i»~ 

su eqiiaiione , e ponendo avremo le due equatìo- 

> » ^ — ^ -f— 4 * — ^ V - — '= o 

le quali eliminata ~ col meno della proposta si riducono 

alia sola %+-—=o, la quale perciò i una soluzione par- 
dx 4 

titolare della equaiione data. 



l'ui succedere che il differenti afe di Z sia della (binix 
dZ=Jd 0 svanendo gli altri termini: allora la sola, equa- 
aione A— a combinata con la r.Toposts ci dari la soluiione 



a(j-'-t-i) ~ — ix— - ^-=o , onde si deduce 

, e sostituito questo valore nella proposta 
si nova la soluzione pnicolan 

l*XtW»i.4-*«-(8.v'w6»;^— «6^=0, come sopra. 

Quando l' equazione Z=o i tale , che differenziata ci di 
dZ — A<f—^~o , se ne può facilmente trovare 1' integrale 
completo finito . Poichì dovendo in tal caso non essere 
A— -j> , avucao d ;-=o. e quindi integrando >=- vJn- £ . 
Mi skeo™ la piop jsu non è che del se.ond' oidi-c , i! di 
lei .acgtale riuo dnvta <wnptet.de:e L he d^e tonami atbi- 

Si sostituisca pertanto il valore di jr ne"i poposu, e se se 
oitevS uoa equatone uà a , 6, e c, pei ramo della quale 
una di ques:e q_ant.:a «aià dcic:n:njti jti le altre due. Sa- 
li dmque in genitale (-—/".; a, 4 ) , ed a motivo dì 
a- d ' J b- d -- — ai=^ ^ —i— ivretno 

di queir equazioni , che s' integrano mediante* la diflèreniii- 
zione. Il di lei integrale completo saià -i-txi-F.{a ,b), 
ed una soluiione particolare si troverà , se si elimina 
£jt dalla proposta, e dal coefficiente di del differenziato 
della piopoiu posto =o. 



Da quello . che abbiamo dello, è facile ricavare il modo 
di trovare le loluiioni pariicniati dell' equaiioni differentiali 
di un' ordine superiore a! secondo. Merio di esser veduta u- 
na Memoria del Sig. de la Grange ita quelle dell Jccade- 
m„ Sette di Sedino dell'anno .774;. ove conferma questa 
S ua Teoria deducendola dalla Geome.nl , ed un dna dell 
anno 1779- ™ 'fP lica s m0,te "" tche ™P onan "- Ml 
resta ad avvertire, die i medesimi principi servono » 
le soluzioni pan 

liale del prim' a -■- 

ne sia l'integrila compierò, il quale peicià contenga mia co. 
«ante arbitraria a- Se il di Sereni! ale di J==o ci dà 
d7=pdx*-p'dy , sarà Z=o ri istillato dell elimininone d. a 
M T=o, e ttr=pd**-p'dj. Se adesso facciamo variare „, 
le due equauouì f=o, e d;=;.riv^p saranno « 
purché ponghiamo - td i! ™°* !Ìm ° P mio "** U 

esultato dell' eliminatone di 0. Quindi le soluiioni partico- 
lari sì ricaveranno dall' equazione Q)=0 , o g)=0 , o 
(xjsspi purché ne risulti variabile il valore di a. Sia da- 

(,*„ re— < HtSS^f ** " 

integrale eomplelo fldf+-a , =Jr , -r-jr*-i»' : smmo 
(4WH /^„J^(*\=_!Ì?, e polle quelle 
W : =0 d£L> >«» e h «tata» 



q'.iar.lit; 



particolare »*+-3(*-t-a;*= 



rum //. 



s k 



CAPITOLO VIH. 



Utile equazioni a difenile parziali. 
MS- 




chiama uni equaiione a differenti parziali del prim' ordine. 

*.^«™-.»„,(S),(g).c T 0.(S). 

(jt) si dice equazione a differente parziali del second' 

d'equazioni pieienri difficoltà molto più co nsid «abili , che 
quella dell' equazioni dìff. renigli ordinarie, delle quali abbia- 
mo finora trattato. E siccome l' in.eg razione di queste si re- 
sone di una "sola variabile, tosi un^eqOKione a "dìflcrenw 
parziali si ha per integrata , allorché si ò ridona alla integra- 
llona di una equazione a differenze ordinarie. A libiamo già 
vedute alcune di quest' equazioni a differenze parziali, quan- 
do abbiamo cerate le condiiioni d" integr abilita, o il molti- 
plicatore, per cui una data funzione di pili variabili si rendo 
tuia dìflered(i»Ìe esatta. Ma fin d'allora abbiamo avvertito , 
che il trovar direttamente da ciò il in iAv plichi io re era piti dif- 
ficile! che integrare la proposta equaiione difcicnziale. Ades- 
■o adunque , supponendo data l' integrazione, di qualunque e- 
quazioue differenziale ordinaria Ira due variatili, passeremo a 
vedere, come si itovi 1' integrale deli' equazioni a differenze 
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Sii dunque proposta J* equaiione < 0Ye f * 

una funiione qualunque data di x e di y . So in questa sup- 
ponghiamo y costatile . avremo l' equaiione ordinaria d^=Pil\-, 
la quale integrare ci dari ^mfPJxi-t . Ma poiché abbiamo 
supposta y costante , c sarà finizione di ji ; onde 1' integrale 
della proposta equaiione a dirTercnie paniali sari ^fPiix-t-F.y, 
ove f.y rappresetita una luminile qualunque arbitraria di y . 
Come adunque l'equazioni a diifctenic ordinarie del prim' or- 
dine comprendono nel loio integrale una costante arbitraria , 
cosi 1' integrale dell' equazioni a differente parziali del prim" 
ordine deve contenere una funiione arbitraiia , la quale puù 
esser qualunque, ne è soggetta ad alcuna legge, e può geo- 
metricamente rappresentarsi ptr V ordinata iii ciialiniiins cu va 
o regolare o irregolare , dì cui la variabile contenuta nella 

Nella stessa guisa si ridurrà facilmente alla integratone 
qualunque equaiione , nella quale non abbiano luogo , che lo 
differenze parziali preso per rapporto ad una sola variabile*-. 
Una tal' equaiione posta y costante diventerà una equaiione 
differenziale ordinaria . U integrale' di questa conterrà lame 
costanti arbitrarie , quanto è il di lei ordine, e se in luogo 
di queste costanti vi porremo altrettante funiioni di y , di- 
venterà l'integrale della proposta equaiione a differenze par- 
liali . Sì vede adunque, che 1* integrale compierò di una equa- 
iione a differente paniali dell' ordine n deve contenere B 
funiioni arbitrarie «a loro indipendenti. 

Se. fosse proposta J' «uaxiouf ..... . ; '■: 




S«3 

V{«.-£K3) $)}-. 

ed il di lei imsgialc sarebbe uni equaiione ira x, y, ed a; 

cioè ira x, y, e ( — . Si supponga ìli questa equaiione 

k costante, e siccome allori diventa a differenie ordinarie, 
se ne otterrà con i metodi soliti ]' integrale , il quale sari 
1' integrale della proposta , se in luogo delle nuove costanti 
vi si porranno altrettante funzioni arbitrarie di x. Sia dati 

„ _k> I »r,.,io« „- (£ l)=o , ,„„ (*)=. 

essa diventa 131— ^^=0 , ed ii di lei integrale è 

«sz^LJ-i—F.y. Rimettendovi il valore di u questo integrale 

diventa ^g^a t^Y F.y , il qmle di nuovo integrato ci 

darà T=£-*-~t-fd}F.yi-fx , o sia ("perche fdyF.y t una 

iuniions arbitraria di y anch'essa} T=— '^-t— F-y^fje , t 

quello è T integrale dell* equaiione if — i^ìttìyF^' 

Se ['equaiione data sarà tra le quattro variabili x, y, 
ed ti , e non vi saranno altre diffcrenie paniali di u, che 
per rapporto ad una sola variabile * , poste le altre variabili 
y e ^ costanti si troverà T integrale di questa equaiione con 
i metodi ordinarj , ma converrà ricordarsi che abbiamo sup- 
poste j [ { costanti ! dunque in luogo delle costanti arbitra- 
rie bisognerà porvi akiettame fìiniìoni di ji e 3. Data pei 
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ed y costami avremo da=z±dx>/ t>r-j'-r-=r) > ed integrando 
if= = t;yv'Crt-y-H- , e quindi l'integrale delia propo- 
sta sarà w=:+y •S(x+~J+-?)'4-F.(y , 
Coi! ancora , se fosse data 1' emulsione 




»{*.*.!.'.(£).(-£} S)} = °- 

L'integrale di questa completato con un numero p di (un- 
timi trinitaria di y e y sai! J.(>j y. ^. r)=<=, cioè 

W*. 7. T,( — — - )>=<>■ « divelterà 

T'("^)^- =0 ' ie &cciamo • Integran- 

do di nuovo questa equ"ione avremo /(a, y, J)=°> 
cioè y, ì,(^)y*=°> e inwgrals conterrà 

ali» a fuDiìaiii ubittaiie di*»,?' Finalmente 1* integrale di 
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questa ultima equuione f.[ x,y , f.f— ) ) =o coiuenl .. 

funuoni j;liì[ratis ili x ei y , e sui, V integrale completo 
dell' equazione proposta . Si abbia pei esempio I' squailuiie 

cangia in ifjz-* |0si, Finiegrale delli quale è 
r=— p+T$.(ji> , cioè, rimesso il valore di r, 1 

J=— pt-*G,f)l-fl^ T). do*, siccome y"d>Hy,i) 
i una funzione arbitraria dì y e ^, e gli passo dare li for- 
ma generale p.{y, rj) , i=^^l+-^(jr (ì } + _J' T (j( , T ) . Ri- 

(^^X-^^f.f*,*) , che in.epa,, mi dà 
^=^^/rf^fj,0^^,«)^/<*,j); o sia più 
templicemente h=^^-1-t90,5H-/^, t)*~/(*. f )', e 
questo ì V integrale dell' equaiìons Vf^^^x)" 

no tre , 1= fuuiioni arbitrane contenute nel loro .intesale sa- 



rìabile ; te le variabili dell' e- 



\,ly)~ 1- Slccon, e df=pdx*~qdy , avremo 
dj=d.px+-d. T j- x dp--yd< l , ehi', poiché 7 i una funzio, 



■ Il ptimo membro di ni 



diffcreniiale esatta , convitti che sii lale anche il fecondo . 
Io che non puf, essere, se.t-Hj/'', ed /l^-- t -ji>>/ 0 non 
no fi.nl.otu di p; m dunque J—px — Py-t— !■ ,p _ o ed 
**- ? r.=*Fp. Sj àwenri, che qui «d in ^«iu. indicherò 
tei segno F .p la quintili ~£ , s co;! pute porremo: F".p 
in luogo di— j^, ce. L' integrale pertanto della proposta 
sarà compio in due equazioni , cioè nascerà da esse media- 
te 1 elimininone di p . Questa eliminatone invero non può 
eseguns. nella „„ gwenlità , ™ « si daranno ad F.p dei 
Mlorr particolari, s, potranno eUminaia p ottenete degl'ime- 
Itali particolari contenuti in una soia equaiiuue 
Si abbia pei esempio f « 



P= — , e quindi F integrale sari cipri! so dalle due equazio- 
ni %=pxi—— — F.p,x—-~—F' ■/>■ Per onenete un' integta- 
Is pardeolire facciamo F.p=a , cioè costante , ed avremo 
T=pi-f— - -o , x- -,-=o, ed eliminando p, z=Wxy —a. 

Sii dita in secondo luoge 1' equaiione p'-t— q'=i; ■- 
tremo JWfi-jt'), f '=~ V(r-^j ' e perciò 



^px*—y/{i—p')—F.p> x-^T~i-=F.p. So ponghiarao 



££__ 

^=a, oh™ ì=W^C-P*)-«, *-^>T°' 
e quindi l'integrale particolare ^=v'(jc" — y') — a. 

Sia proposta finalmente I' equazione q=ap-t—t, ove a e 
j son quantità costami; avremo P=ap-*—b , V~a , e 
l=px4— (a/j-t— Ì)y— /".p , xt-ay—F.p . In questo cibo si 
può eliminare generalmente la p\ perchè essendo W— oy fun- 
lione di p, sari viceversa p fumione di i-I— ay , e 
%=p[x±-ay) —F.p-i— &g , cioè T=iy-t~/.(ar4— ay) . Quesio in- 
tegrale sì può ottenere più facilmente net modo seguente ; 
nella equaiione d^=pdx+—qdy si ponga il valore di j , e si 
avrà a\-~ bdy=p(dx-{— ady) , ove siccome il primo membro è 
una difftreniiale esarta, dovrà esser tale anche il secondo, 
cioi dovrà esser p funiione-di xl— ay , e quindi 

i;B. 

Paniamo ad integrar 1' equaiione p=Q. (i , q) ■ Siccome 
qdy=tLqy — ydq, l'equazione dj—pdie-t—qdy diventa 
d[x-qy)=pdx-ydq , il secondo membro della quale dev'essere 
una difiereniiale esatta. Vi si sostituisca il valore di p in x e 
q , e a' integri la quantìlà pdx posta j costante , e sia fpdx=S ì 



I - S j =rf+ _X ? , le quali d,e C ;u»J„ ferroerairoo l'inte- 
grile della proposi* ■ 

Si! per «crcpio »-Y 7 , ove .Y i una (milione di » ; 
avremo S=fX. l ,ii^< ! fXd.<.- , * V ,.ud, ì = ? (-.-,--;AV 1 ;-(-/-. f , 
-j- /X/,= M. K. .intimar? s i «mi, eh, ( ie C m,: e 
y ( -/-W,- è furuion. di s-ra viceversa hnt.io,» di 
y-t-pidx, e 7— n'y ì-fX<!x)-<- F.q ;jrfl an^' cf;-j ùiiulmu: 
di y+-/AV>- , c :>è' -;■ fata Imì.gule della pio. 

«'.-=ij.A"./.i-i- d:!'.i !c apparisce, che a e ^ deyono 

esser fttmioHl di j-t-/.Yrf, , ■ . 

!;o. 

Sia dati r«ltiaìion*p=ip4p, : siccome d^—pdxt-qdy , 
«ari dy~^ - d*—"- — rrfjr, posto ^ =r. Quindi si ri. 
«va rf^_I^_ r ,) = Sl + _^, , ovei il ^,,,0 WmI)ro 
e -' ì -""- : ' 'liHeteii.-. ale esatta, dovtà esser tale anche il 
secondo. Nella quantità 3.^ sì ponga il valor dato di jb^'f 
Si 0 sia in j ed r, e supposta r costante sia J^L—g . 

etJ * = (^")" f "'T-' , > P queate due equaiiotii rappresenteranno 
''integrale della proposta. Sì potrebbe anche far'uso dell' e- 

U ipotesi di 1 costante, si troverebbe l'integrale della popò-* 
- Tono U. LI 



;:a essere e;prc:<o dille due eqiiaiioni x -t-jy=tf+-/.i , ed 

sii per esempio z~pq, avremo S—J^~^—qr , e 

quindi x—q*-Fr , y= rf.r-1-.F.r. Cosi pure sari 

J}=ptj!L=p,, e perdo >=|-+-/".^-, ed 

jf=j-— /.—+■/■- ■ p er mostrare, che questa due soluiioni 

sono le medesime, si ponga F.r=rf.— , t sarà 

F.r=f.- - —f.~ . Fj—T?.T=f.~ , Ètte le- quali 
sostìtuiionila prima coppia'di equuioni si cangia nella seconda- 
Si abbia in secondo luogo s=p+- q=q[i-t—r) ; sui 

J=^Ì^H=( [+ -r)lo E . ? , e quÌQdi. x =log.=~l-J'.r, 
y=— -t-log.o— rFs-t-Fj:, a sia x=log.— -i-F.r , 

q l*-T 

y=I+- r-l— log. — rf'.r-t-f.r . Ma la proposta equazione 

si potrì integrare più semplicemente così : a motivo di q=z-p 
abbiamo dz=pdx+-(?— p )dy , cioè ^— dj=^{dx—Jfl ; 
sode converrà che sia £ furinone di * — y , e perdi , 

!08.«-v=^»-^V<i y) i poiché, » 

log.z— y i futuìone dt x— y , sari tondone delia metTc* 
lima quantità anche : e l ° e,z ~"- y =Ee" J ' . Per i-adefe-, eh» 
U prima soluiiene combina con questa , si esservi che nv 



«usila w— log.z=iJ-r— rog.(H-l)— rJ".r4-F.r, ed 
i— r+-(n-r)r.^f r. Onde, siccome 

di queste quintili funzione deli' altra , cioè z=rf-{x—j). 

ito. 

Venghhmo ad integrar l 1 equazione pi-Pq—Z, ove P 
e Z sono funzioni di * e di }i . Sostituendo il valore di p 
nella equazione dz—pdx-^qdy «remo dz=Zix*-q' l dy-Pdx) , 
Sia jH - il moltiplicatore , che rende integrabile la quantità 
dj~Pdx, v~éÌfffi.<t!f-PdKy=St sarà di~Zdx^-^dS . 
Siccome S h una funiione data di x e di y , si potrà espri- 
mere y per x ed S, sostituito il qua! valore Z diventi Z, e 
dovi! essete Z'dx-t— ^iS una differenziale esani , perche e- 
guale a ite. Quindi «remo s=fZJx+F.S , prendendo £ ce- 
nante nella quantità (Zdx. Se è data per esempio l'equazio- 
ne p-t-y;=x-t-y, sarà , Z=*+-y , il moltiplicatore jl/ 
della quintili dy—ydx e — , ed 5=log,y— Jf. Avremo per- 
ciò y=e #=W^/yTrf*=£. e *~ J , 

e a s jl+J Qg *+-FJlì»W-*i , ovvero z=£-hf*-f.jt~* . 

Supponghramo adesso , che nella equazione precedente 
p-hPq=Z sia P funiione di * e di y , e Z funzione dì Jf. 
y , e a . Sostituendo il valore di p in dz~pdx+-qdy avremo 
rfs; — Zdx—q{dy — Pdx) ; e se M è il moltiplicatore, che ren- 
de dy—Pdx una difiereniìile esatta, in modo che «in 
fM(dy — Pdx)=$ , V equaiione precedente diventerà 

dz—Zdx=jtdS. Essendo S una funzione data di x c di y. 

Li! 



i 



rot.sma ::;:imcrJ v per a ed S, e sostituirò questo calore 
,!i 1 ss A (fìvti;:j Z', "il ^' riunione di X , s , ed" S. Po- 
«l i cosunu sii jV il moltiplicatore, che rende d^Zdx 
r.t-.i diillTcmlale esatta, e sia 0(.dz~-£dx)=R; sari * vi- 
ni funzione di J - , s ed S, ed avremo 

ciò questa equazione sussìsta > converrà che il coefficiente di 
dS non contenda altre variabili che R ed S, e quindi sarà 
R funiione di S, cioè R—F.S sari 1' integrale della propo- 
sta . Dipende peri amo l'integrale dell' cquaiione data dalli 
integrazione delle Blue equazioni dg — Pdx==o, e de-Zdx= oi 
poiché se t'integrale della prima è S—a, ove a è una eo- 
stante . e quello della seconda , dopo di avervi sostituito il 
valore di y in. x ed a , è tf=i>, ove è t la costante porta- 
ta dalli integrazione, si Direni l'integrale della prof osta , se 
iti R=b si porri S in lungo di a, e F.S in luogo di b. 

Sia per esempio Z—Xs-i-T, essendo X ed T funzioni 
di x e di y, cioè si debba, integrare I' equazione fintare 
p*-Pq=Xz+-Y , cosi chiamata, perchè in essa s e. le sue 
differente pariiali non oltrepassano la prima dimensione . Sia 
S=a l'integrile dell' equazione dy—Pdx=o , e sostituendo 
il valore di y in j- ed a , a pure in ,\- ed S ma riguardando 
S come costante supponghiamo che le quantità X ed T di- 
ventino X edJ". Avremo l' equuione dz—Zzdx—Ydx=o, 
dì cui r integrale 037-J * »W aC '*(*t#~ JX ''* f -Féi) S 
e ouindr s=J Xé *(F.S*-[k-l X ' < ' x . J-rf*) sarà l'integrale deW 
Tft proposta. 
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ttt. 

■\<:tvo calcolo i S [g- F.-jI" a il Alrmbtn per inreg.are l'è- 
n, -atisni a difiV'ti.ie d:l -il:n'n;dir.e . l'iMf« adu- 

so ad alni meuaJi \~.<s. Reneia!! , ed in pirr.u ,j< ,\i e . oig' 
n.i i;ue-:o del S /■ rf* la Ciai.y jci integrare 1' equauor.i a 
rtiRV'p >c ; jh d<: :rr.' orlino i j nn.r.eio q..aJ..R-']ii3 
di variabili , nelle quali I: differente palliali san lineari. Sia 
data in primo luogo 1' equaiione 

ove I, 7, i Z sori funiioni di * , ji , e z - L' equaiione 
rf;=^-^^djf H- losiiluilovi il valore di diveti- 

Mri X&— ZJ*— ^- J(Xrfy— r<r*)=o . Per soddis&re a que- 
sta equattone prendiamo ~ , ed a.r.mo 
*(Xdz— Zdx)-^MXdf— IVv)=o. Siano ned n ali, che il 

la =dS, e ]' equaiione .sia soddisfarà alla proposi a . Infatti 
diirèreoiiaiido avremo *t{Xdz-Zdx)+-n{Xdj-Ydx)=Q, e quin- 

d: (Ih??* (i>^- * swiwi,i vb|0 " ia 

proposta X^^J^^=Z divenieri identica , Per mo- 
strare come si dibbino trovile le quantità w ed « si formino 
te due equiiioni 



icona delle quali sui della forma m{Xdn-Zdx)+n[Xdj-Y<lx)=0. 
Infiui eliminando dal!" equaiioni (.A) una delle variabili , per 
esempio y , «terremo una equirione, che in generale sari 
del second' ordine. Ira z ed x, l'integrale della quale con- 
terrà due costanti arbitrarie a e b. Si sostituisca il valore di 
iU dedotto da questo integrale nella prima dell' eqiiaiioni (A) , 
o si avrà Jun* alita equaiione finita tra z,x,y, a, e b. 
Queste due equaiioni esprimeranno l'integrale dell' equa li uni 
{A), e se da essi elimineremo a a i, giungeremo all' equa- 
zioni .i—a , ed lì^Ji . V equaiione J=a diflereniiata ci da- 
rà £ dz-t-S"dx4-S' "dy~o, e sostituendovi il valore di di pre- 
so dalia prima dell' equaiioni {A) essa diventerà 

(-~+-S , ')ix+S'''dy=o , e ! 
seconda dell "equaiioni (^) , 



i Xrfj — Zdx=v , sarà S~=mX, 



a =—mZ-nY, e l' equaiione ^+^oVtJ''rf*==o sarà 
della forma m(Xdz— Zdxj t-n{Xdy— Idx)=o . E adunque 
possibile di dedurre dall' equaiioni (A) altre due equaiioui fi- 
nite S=o , R=b, ciascuna delle quali soddisfarà alla propo- 
sta. Ma ad essa soddisfarà ancora 1' equaiione S+cS=g, 



«V sarà felb B 6m^Ì^^Ì^fi4^'")=o ' L"'*- 
quaiioiie S-t-cS~=g non è che un' integrale particolare dalla 
proposta; raa ne p»trà ottenere l' integrale completo col 
seguente elegantissimo metodo . 

Facciamo g=F.c, e L «quattone S+-cR=F-£ soddisfarà 
sempre alla proposta, anche nella ipotesi di c variabile, pur- 
ché il Termine proveniente dalla variamone- di c , o sia il 



Converti dunque che nel caso di c variabile sia R—F'.c, e 
1" integrale della proposta sarà espresso dalle due equationi 
S j r -cR—F.e , ed R=F.c, e sarà completo, perche eonterri 
la funiione arbitraria F. Ora essendo if funiione di e , sari 
viceversa c fumiotie di re, e quindi anche S=—cRi-F.c 
siri fumione di R, cioè S=t,5 sari il «testo integrale 



le quali integrate ci diini 1' equazioni firiie S.-i, /? — 6 , 
ove a e 6 son ie costanti portile dalla iotegiatione . o iìi» 
S-iQ-R )' integrale congelo deha proposti . 
Se invece dì sostituii» nella ecfiiiione 

i(£-=^jjrfi-i-^^r/i il valore *■ M"«™> P™" 

quello di(^),'in luogo dell' eqiuiiom sviemmo oilér 

sute r equaiioni {BJ _ '" ^.- r '~ .' ' '[ ' '.' S"' 

Ydz—Zdy^a, 



Mito la din.! ZtXdz-&K)-ZlX<fy — rdi$=;o. Onde 

guaiti . ' ^ 

Data per esempio 1' equaiionc r*^-) ^jì^=yz' , 
formiamo le due equaiionj x'dz-yz'dx~o, x'dij-y'dx=v , 
La seconda integrala ci dà ' — -=o , onde si ricava — , 

(ostiiuìio il guai valore h primi divento xd-~ - — di— o , e et 
di per integrale e ~i- — — , cioie =:ty rimesto y 



awrmo F equailoni xdt—ydx=Q , xdy~zdx-=o. Meditate 
la somma o la MCtmloM di esse cuciremo J' «quattoni 
xdt- yjx-* Jy— id,=o , xdt-yÌx—xd g '-zdT=Q, I' in- 

tepali delle quali sono -^ ? =«. xf=-v;=i; e quindi fù* 
«graie della proposta s»:à a-*-y=xFjc(z — y). 



tra le variabili *,y, l, Cf, Ove siano I, T, V, e Z 
fumimi delie medesime variabili . Neil' equazione 

('/O " ea,M0 ^ll» proposi! , ed avremo 

id»-Za!i-^[J'rf ! /-yaV)-^y^ U -rrf I )a 0 . 

Per «oddiifare a queira equazione facciamo 

Xth—Zdx^a ' li 

Xo>— 7<£c=o 

e da quesie mediarne l'integration! ricaviamo 1' equazioni fi- 
nile R—x , S=S, T=r, e come sopra dimostreremo, che 
alla proposta soddisfi r equazione ft-t-s.S't— òT—c. Funghia- 
mo c=.F.(a,i). e 1' equazione X-t-aS~&T=F.(a, b) ioi- 



fatrróle'esaiofdovri euer tale 'io 
bisogneri 



i funzioni di S e di T . Quindi anche 

nS— *r4-F.(o,i) sari funzione di S a di T, cioè 
sarà J/=i*>.(S, T) l'integrale completo della proposta. 
Data per esempio fu 



■»■!-> lì 



Tomo II. 



*d K ^(„^)d x=0 

xdu~^-")J^. 



xch — xJu—jdx-l— idx=sQ 
xdy—xik—tidx4-jdx=o 
x{d^dy^du)-i[^ y+ . B )dx=a , 



t ^-i— j/4— a= /■.(! « 

Con linu andò il me (Ics 
che d'aia I' equazione 



integrale completo della proposta 



imero delle variabili ^, x, y , u, ( , ec, 



• mediante l' integraiione di esse oiienemo r equaiioni finite 
F J=" ; r-P , P"=Y . P~~l , ce. , sarà 
F—H).\F , P , P , ec.) J' integrale completo dell' cquaiio ne 
proposta . U dimositaiione , die di di questo metodo il Sig. 
de la Grange , i diversa dalla nostra ; noi abbiamo scelta 
questa, quantunque meno diretta, perchè ha più analogia 
*o« le cose seguenti . 



fa dare un' esempio generale , prendiamo ad integrar 
f equazione 

ove n è costante. L' equazioni xdj-njdx=o , x J jl - yi ) 1{ — 0i 
xdu — udx—o , xdt — fjj=o > ec. integrate ci daranno 
J=»*T , y=frf, u=yx, l=3x , et Dunque ('integrale 
della proposta sari $=x" P, ^i, —, — , ec.^, cloc sari ; 
una fumione qualunque omogenea di a dimensioni delle va- 
riabili x, y, u, r, ec. , come avevamo osservato di so- 
pì». CmJ 

Dall'equazioni lineati p-.-iarao a quelle che non lo co* 

quantità x, y, p, e q , dalli quale lina di queste quart- 
ini, per esempio q, è determinata por le altre. Sari dunque 
S una funiiooe daia di i, j , c p, e la questione si ri- 
duce a trovare, qual funzione dì X, y, e z debba esser p, 
perche 1' equsiionc d^—;hh- - -qd; =o ricica integrabile . Quin- 
di per le condizioni d' integrabili!! dovrà essere 

E siccome q e una fumione di x, y, *, p, e p dev" essere 
una funzione di y , j : se differenziando P equazione prò» 
posta abbiamo <fj=^rf J p+-Jrrf*-r-Wji+ : i?i(f , sui 



condizione precedente ti potrì melteie ratio la forma 

Trovalo il valore di /> , cinè l' inicgrale dell' equazione (q) , 
avremo anche quello di e sostituiti questi l'equazione 
rff — pdx—qdj=o o da se stessa o mediante «ti moltiplica- 
tore si potrl integrare, e ri darà l'integrale della proposta e- 
quaiione a differenze parziali . 

Ma l'equazione (a) t lineare per rapporto alle differenze 
parziali , , ^J^j ; quindi potremo servirci del me- 

todo precedente , e formando le tre equazioni 
J<lpi-(B*-pD)<!r=Q 
Jd^—ip A — j)rfjc=o, 

le avremo integrandole tre equazioni finite , «e ricaveremo 
l' integrale completo della equazione [ol , e quindi anche 
quello della proposta. Non e perù necessario d'integrar com- 
pletamente 1' equazione (a) , ma basta trovare nn valore par- 
ticolare di p , il quale contenga una costante arbitraria a ; 
poiché siccome con questo valore di p l'equazione 
d% — pdf — qdy=o diventa integrabile, sia M il di lei molti- 
plicatore, e [Mid:—pdx- ^(>):---,V, ove JV conterrà la co- 
starne a, e alla propoita soddisfarà I' equa rione N=b. Fac- 
ciamo a variabile, e b~F.a. e l'equazione N—F.a soddi- 
ifarà alla proposta anche in questa ipotesi, purchi sii 
{^^j—F.ai e quindi l'integrale della proposta '.ai esprcs- 



9 
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io dallo due equaiionì N=:F.a , ( jT-)= 3f '- l, i CÌoÈ l,ascw * 
dalli eliminatìonc di a mediarne queste due equazioni, e salì 
completo , petetiè conterrà la riunione arbitraria /' . 

Per dare alcuni esempi di questo metodo, suppoiigrnanio 

^JyJjt^é^Amài dunque A=P\ B~a , D=P", 
e l'equuioni fi) dweuteramio 

F'dp*~P"pdx=o 

P'dt-(pP-P)dx=o. 

Sosiiiniamo nella prima il valore di dx preso dalla iena, ed 
avremo (pP'~P)dpi—P"pdz—o . Questa equaiione tia le 
due variabili fé; integrata ci dati p per f « per ^ima co- 

complero di ^ • folliti l'equazione d^-pdx~Pdy=i> divisa 

per P diventerà '^Z^-—dy—o i e siccome p e P son 

fumioni di ì . la quantità 'tzj— sarà ima differenmle e- 

»IU, perche tale È d s . Onde « <V= J-'~-f--, 1' inte- 
grale completo nasceri dalla ellminaiione dì a ita le due e- 
qua*™! N-y=F.a . e . Sia per un caso par- 

ticolare P=p'Z, essendo Z forni "ire di ì; 1' equatione tra 
a .l^-pdx_Zd7 dx „ 

p e x ci daràp— z> e quindi saia ■ „ ' L 

integrale della proposta urS «presentato dalle due equazioni 
-JZdz- - — y—F*,— ~fZdz+-? ; =Fj - 



ii riunione P di p ed x «giurì; 

^».^~ •<-[¥]'['?]■ 

cioi dP=o, e P=a. Quindi si ricsvcrj il valore di p in 
* ed o , e siccome i>=P , Sara i»i< (?=« , e ? «ri nati 

STcf l*'\-$EHto=r* .« «mbinaX^esC con 
l'equ.zk.M *»-ytS*=^ « dedurremo 
P integrale completo della proposia. Se per esempio x'p'=j q 1 , 



io sarà espresso dille due equaiionì 



a sarà una fimiio- 
ne di loE..v=tiv'u ; onde anche :=n(log.A-— i\fy)-t— F.a sari 
■ una tal fuluìone, cioè s=/.(log.**S^jf) . 

Sia data in terio luogo cif, ; , * ed j> una equi- 
na dimensione nulla. Facciamo ——ir, e la proposta si can- 
gerà in una equaiione tra p, q ed u , dilla quale si ricave- 
là ?=P, essendo P una {unzione di p ed. u . Posto 
dpT=p-dp-t-P"du sarà ^=J»"Q^= — , eie due 

(tiule equaiioni (i) divemeranno 




■a quii' equniione , che 
e in p ea a, integrata ci naia 11 valore di p per u ed una 

valore di dx efivcnta dì pytlu - (pu--l'yh: , e sitcume 
pdu=d.pu— udp—i! //in—d'P, essa si tanpa in 
dz~}(d.pu+dP-)—(pu-i-Pydy , 1" integrale della' quale 4 
J— y(pm-P]. Dunque l'integrate dtlla proposta sari esp'«™ 
dalle due elioni K -xp -J P= F.a , 

Sia in quarto Ioo B 5 -p/jvrz, ove X, 7, Z sono 

J=np"~ l XYZ, S=p"T2^, D=p "ATy , onde la pii- 
ina « la ten* dell' equazioni fi) diventeranno 

n JTZ rfp -t- p ^ Z-^—pX^^x==a 
ndì—<j>—i)pdx=o. 



aSo 

Se nella prima di quest' equazioni in luogo di 
—J~dx ponghiamo il suo valore ncisaio dalla se- 

conda , avremo nXZdp-^-pVzdX-t— "— XdZ~\=o , cioè 



dp^dX dZ v n-n-t 

dunque p—aX " Z " y=a TZ " ' , e perciò la 



quantità d^j>dx-qdy=4z-aX " Z "~ 1 aWjZ n ''dy: 
onde l'integrale completo della proposti sari espresso dalle 

due equaiioni fZ " l dz-afX " dx — a n ffdi/=sF.<l , 

—fX n dx— na "~ l frdy=F.a. 

Si deve al Kg. de la Grange il metodo esposto , per cui 
una equazione qualunque del prim' ordine tra le variabili *, 
y , e ì si riduce ad un 1 altra, nella quale le differenze par- 
ligli sono lineari . Si pud consultare una Memoria del Signor 
le Gendre tra quelle dell' Accademia delie Sciente di Parigi 
dell' anno 1757- , ove egli percoire con diligenza tutti i ca- 
li, nei quali 1' integrazione può eseguirsi , 

I6 3 . 

Ma sema ricorrere all' equazione (a) per ricavarne il va- 
lore di p, basta , per trovar I 1 integrale completo della pro- 
posta, che sì conosca un valore particolare di z , il quale 



tonlenBa ' e variabili della proposta; e due costanti ar- 
bitrarie indipendenti o e ti . i'mvlii .:!i(Tcr;v.;i;ir.[]u i[-. !L -,t(i vj- 

rf|==pi/*H— ^dy-f— ilWaH— AWi , e perchè l'integrale trovato 
che sii Mdn—Ndli—o. Ora, acuii questa eijuajione suisi- 
ila , bisognerà che sii — una funzione di a e ili fi , e quin- 
di i una funiione di o. Sii dunque i—F.a, o poiché 
M,Ia-i—Ndb=o , sari JH-t—HF A=o . Ter meno delle diro 
equaiìoni b=F.a, ed .V-l— jW-b=o si potrà concepire, che 
siano eliminate nei dalla religione data tra * , ji , | , a , 
e fi, e si avrà l' integrate completo con li funiione arbitra* 
ria F. 

differenze panisi! 
iiione en un numero qualun- 
_ . I. ec.i se si eonosceii un vaio- 

quinte sono queste variabili , ne potremo facilmente dedurr» 
f integrale completo . Poiché differenziando " 



Facciamo a=F^t, c, e, te-), ti il valor* di dz diven- 
terà 

4z -=pJ in— jrfy -i— nfti4— io!l4—ec. 



Tomo //. 



femione aibi.nria f , che ha li dovili» generalità . 

Per fare sparite i termini ■Wm-t-A'a'A-i-ec. , invece di 
supporre a=f.(o , c , t , oc. ) , potevamo far subito 

-.,*(->,, 

(^|)— o, ec. Ques^eqnaiinai ci daranno i valori di a , i , 
Cj eé., e sostituendoli net valnro Hi i a 
■ incora sfd ii-fart alla 
1 «temo 1' integrale 
n conlenì una fuminni! arenaria : mi *t 



10 come abbiamo veduto swc^:. : .':-- v ■■ 1 ^c-.iaiinn 'hF.^vinia- 

11 ordinarie . Si veda sii questo < >i'r«"' una Memoiia del Sig. 
de la Grange nella Storia dell'Accademia di Seiiino dell* 



PasaUniO a natta™ dell' (rq.iiviiani i differì»» paraialì 
del second - ordine. Ha prima e']iL;,;; :iie , che si sia presen- 
tita ai Geometri, e la seguente; ^™^=«* ^ ove a e 



costante, la quale serve ad esprimere il mota di vini corda 

modo seguente. Posto d^=pdxA— tjily , dp—idx-t—sdy^ e 
dq^sdxi—idy , quella equazione si riduce a i=a'r ; e quin- 
di avremo dj'—riJi'i—sdy, di/^sdx-h-a^rdy , e perciò 
od/J-)— dj=(iirf— . Cor.verrl dunque che sii 
or-I— i , ed in conseguenza anche api—q una funiione dì 
ti— ay. E se osserviamo , clic a può prendersi lanio positi- 
vamente , che negativ im ente , avremo le due equazioni ■ 
D4-fl/i=r.Cjc+-aij, e q—ap=f4je~ay); onde ottenghia- 
mo dì=pdx+ydj=^(dJft-ady)F'.(x4-at/y ~{dx-ady)p-{x-ay), 

ed integrando ^=AF.(jrt-av)— Jjft*— "J!) . » sb più sem- 
plicemente *=RCjm-ov)4-/:(*— oj] ■ 

Il Sig. ifefcr per integrare la medesima equaiione intro- 
duce in luogo dì x e di y due nuove variabili a e fi in 
modo, che sia <n=x-t—iy 1 fissici— cy . Si ha in tal guisa 

{dx-)^{^)^ 1 {dJdà) + '{lfi~') ' 
■ti valori la nostra equaiione diventa 

<••-•>(£)"*-•> (S)^'-»(S)- a 

fletta i=a , c=— o , ed aviaisi K=x-t—ay , /3=x— ay , c 



N ■ 
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Li] [J]LJ^L*]C£] ■ 
[JI-tìL*]-Cfi]g]' 

+ ~ds i ]fe]fe] + ~D/I]L^]' l_ [rfi][rf^]' 
-[SJ[f]H;i][?]-È][Kl- ;. 

Sostituii! quesii vjIoiì l' equazione proposta pienderì li foimi 
•ve uri ; / 



M£x3K(ÈXfM£Xf)}«<D(S) 

Posti 31 e P eguali a «io svaniranno in questa nuova e~ 
quatione il primo ed il terzo termine , e ( 1' equazioni JI!=o , 
Ì*=o ci daranno i valori dì a e di 0 per x ed y . Suppon- 
ghiamo che A e A" siano le due radici dell' equazione 
K'-t-Jt+-£=o , e per determinare « e li avremo 

(£Ms)' '©"*' (S)- ' n " , "" J ° 

lineari a differenze parziali otienemo infiniti valori di a e di 
fi , tra i quali potremo scegliere i pivi semplici . L'equazione 
data sarà ridona penante alla forma più semplice 

166. 

Il Sig. Bfongt ha applicato all'equazioni del second' or- 
dine il metodo del Sig. de la Grange per quelle del primo. 



58? 

«^©. .=($)■ 

* = (^>) avremo i^=nÌM— ji/ji , rfj— jrf.i ■+ -fi/i , e ioni. 
Mti i va Ice: ci r e di / (b n;;/' cq;u; ioni :.i (Tcp-j- 

dpdy^Edqdx+Olxdy~i[dy'—Adxdy+-'fd!t'}=Q. 
Consideriamo le line equaiioni 

' dpdy-\-Bdqdx*-Cdxdy=o 

CO 

dj % — Ad.uly+B,lx-=a, 

la seconda delle quali si risolve nelle due dy — tdx=o', 
dy— t'rfv=o, ove t e it' sono le dee radici dell' eqttatione 
A'—^t-i— &--Q . Se nella prima ponghiamo kJx in luogo di 
dy , essa ditemeli 

Hp+-£dj4-Ckdx=c . 

Adesso supponghiamo , che nella equazione 

(i) m(tdp-i-£à<i+Cklxh-r,(J<j~tét)=0 

il primo membro sia una diBereniiale esatla —dV ; r equa- 
zione F=i soddisfarà alla proposta . Infatti dirfcreniiando que- 
sta avremo l' erpmion* fi): e quindi, secondo che faremo 
Variate o x sola o y sola , le due seguenti 



ili 

m(Ì r+- B i <-C l) — ii t= o 




U qiul' equaiions e identica a mctWo di t'— Jk-t-S—o. Se 

danT'il '"imo'm^rab^^deV^eV^^Mi' 1 ) "ni ' .tTfi'cràr.itrifl 
esani —Jlf, 1' eipiaiiune U—ii soddisfarà nella mede.imi 
niiiiiM ilU propwta. Di più, presa tuia co.umc qualunque 
o, la quantità iiPHnJf/ siri una doremi alo esula, e tari 
della medesima forma ^T"™ ■"'"■-tra della eqnaiioneO) ; 

Ciò'è vero se a e c son costatiti i mi anche supponendole 
v..riih.li, quella cnuaiione soddisfarà sempre, puichè la di 
lei varigliele pfr ui p.ino ad a e c sia eguale a aero . Con- 
verr.'. dunque che sii in que io caso UJa—dc, cioi fti 
donanno esser funiioni di a , e viceversa a e c funiìoni di 
U, e quindi r=c-nPsaià funtione di U, cioi V^F.V . 
r\-.ta c:]i:ìil:ii:c adui-uie -ni.^aiA alla propc-sra , e perdi 
a motivo della lumicini arbitrari! F db sari un'integrale pri- 
mo completo . 

Se consideriamo l'altra fattore dy—k'dx=x> , n= potte- 
mo tirare delle simili eon«enuente- E chiaro che questo me- 
todo non è generale , perche dipende dilh integraiione del}' 
t.pwaai (A), li quale spesso non pr.tr:. c^f.uiisi , piaghe 
esse contengono più di ire variabili . Negli esemp} seguenti 
percorreremo i diversi casi , che possono incontrasi. 

Suppooghjamo in primo luogo , che nella equazione 

r*-Js t-Bt-t- C=t> 



le quintili J, £ , c C siano costipi. Delle due equiiioni 



diventerà 



che integrala ti dì kp-t-Bq-t-Cix=& , e quindi 
kpt-8q+-Ckx=F.{!,-k. x -) sarà tuta degl' integrali primi dell» 
propose, e da quello potrà (16O ottenerci l'integrale futile, 
T-^=>-ft-**>/(>~ f * ) =F.(j~kx)i-f.(,y-k-x) , 
perche *i'=S. 

Se prendiamo y— *'.v=u', avremo l'altro integrale pri- 
mo k'p-t-B<j-i-Ck't=f.(g~k'x) , e da questo similmente po- 
rremo dedurre l'integrale finito, che troveremo «scie l' istes- 
(O di prima. Oppure tojtituendo i valori di p e di a, che 

^i'j^PÌ^'da:— rfyJfO'— • ed integrando 
ì=— ^.h-KO-**;^-*'*), con* sopra. 



Sia proposti in secondo luogo l'eqnaiÌMe 

}V— lp~qi-i-p'l=Q . 

Avremo in questo caso J=~ , B= p , , C—o, e pcrcitl 
le due equaiioni 

d^-t- !F d.sd^- p 'dx^o . 

l i 

Dilli seconda abbiamo (i/dy4—pdxy=dz , =o , cioè p=a,. 

ta qdp-~pdq=o, ci integrata ci dà p—Sq, t quindi p=l£f 
i uno degli imbuii rumi d.-t!j prorroia. Se gli' equazione 

jiJp-prfj=c« moltiplicati per -, aggiungiamo 1" equazione se- 
conda qdy-t-pix moltiplicata per — avremo- 



ii.qdp-pdq)^ pd 1 



iati l'altro integrale ptimo. Dai due integrai! trovati climi» 
■ando^- otierrentoi xF-ì-t-J^fó - che * L' integrale finito, 
iella proposta. 

Sia. datatiti tenni luogo ]' equazione: 



od avremo, le' due.- equazioni; 



Li seconda sì risolve natie due dy — dV=o , dyj— rf*==:0 , 



.e se da questa sottraggo 

IP ' . idi zq 
j<rfj— — — dy— ^ a i — dy , otKngo 

,( ay — a)(dp~ dq )-t-(ip — ty)lfy+-?df=<> , 
,che integrata .mi di fay— ;o)^>— y>1-^=e j e quindi 

e p+^n=i. f la prima dj. 

dp-t-dq — Ì^djK=a , 

la quale con puù in alcun modo integrirsi . ..In , questo caso 
adunque non abbiamo , che un sub integrale primo, e la ra- 
gione dipende dilla fotma ddT integrale 'finito . Per ben com- 
prendere, come don succeda , si osservi che i due integrali pri- 
mi di una data eqn ai iene a differente palliali >i ricavano dall' 
integrale finito, allorché dal valore di 7 , e da quei di p.e q 
«i elimina 0 l'una o l'altra delle due fumioni arbitrarie, ed 
;n ciascun «so si ottiene uria equaiione. 1 : finità IH J> , f , j, 



z,-y, ed una delle funiiom arbitrarie. Cosi esiendo 
7=/". fJc-H>J +■/(*—; y), eh-! è l'integrale finito dell' eo 
!— (=o , abbiamo p=/-.(*-t-v)+-/.(*— j) , 
o=.F'.{i+-yJ— — j), e secondo che eliminiamo o l'uni 
o I' alita delle due funaioli! arbitrarie , otisnghiamo i due in- 
legrali primi p+y=iF.(x4-}) , p—q=if.{x—y). Ma nei ta- 
to nostro l' integrale finito è 



.— i«.»-s>.~ . .. 
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Adesso da nuesx' equilioni CO i (')< • (l) s ' P" 0 dimill»- 
re li funiiom /. « si ottiene l' integrale precederne 

P ^ t 3 T F-C'y—t 1 )^ mj nQn si puù ; n a | cun m0( ] 0 s |] m j_ 

naie l'altra fuiulone e questi è 11 ragione, pei cui U 
proposta non ha che un solo integrale primo. 
Sii dati in qaatto luogo 1 equanone 



Avremo le due eqiiaiioni 

dpdy—dqdx— *?diJy=o, 

la jeconda delle quali ci di o y—*=a , o y->-x=è . M 
qualunque sì prendi de' due valori di y, o y=aì-x, og=i-x 
li prima equaiione, die diventa 



guanto essa ha l'integrale finiio 

^F-(»+*)+-p?---*)-»C' ; '-tj'-i-^-/'.fj'-->)]-Da«!soHde- 
'-b+x)-f-{y-*iì->-F-!.?*- x )*-f-h—*)' noa . 

li eliminare l'ima •> l'al-ia iucuionc =rb]'.ru::a dui 
. Se perù diffeieniiamo questi valori di 

e di o memo 



è possibile dì eli: 



?94 

dp— -o[KP"+-r)-*(rf(^*)J"'— dxT' 
,l l ,^--:^r-f )-.vt.i:-i-^:F , 'i-x{J r ,(,;/'" 

t rer meno dei valori di p, dp, e dq potremo eliminata 
}' uni o i' altra (unitone , Infatti otterrerno 

(■) dp-dq- ^{dy^d^-Mdy-dxY" 

(*) JjH- rfj4-| (W»)=- 

« perciò gl'integrali primi saranno espressi da due equaiionj 
Uifeavitiili, le quali perù non ammettono integraiifnc . Sì 
osservi che Y equaiione 0) °°n & che la nostra equaiione 

rfy — dx=o moltiplicata per — ixf" ; e cosi pure r equaiio- 
ne (i) noti è che ta nostra equaiione dp-t-dq—^d*=x} , 




' Quantunque le due eouaiioni fi) e (a) non aano sepa- 
ratamente integratili , pure si può da esse ricavate il valete 
di i, cioè l'integrale finito della proposta. Intatti somman- 
dole avremo... ;. — .1-,-' ■ , ■- .-. 

' 'dp— ? d X ^~s<,dj,-. dxT'-*(&-à*)F\ 

e quindi p=— xCf'-t-F') . Cosi pure toltraendo h pina 
jSalla seconda otterremo 



tini dl f = a iir-*>*V«-<ùlf'-K*4-rf«)F'', e perctì 

n*U* equanime d£=pdl-t-qtfy avremo- 

o sta rf ì =d.^T~J. i /'4-(rf y -rf j; )/' + -(^- t - 1 /.-)f", e F sf=ìA 
f=*(f-f>/i-F. Se dunque potremo conoscere i fattori 
F - — ìxf" , e ^WF", per [ quali si devono- Kspttiivi- 
meme moltiplicare !' E.|:i-iinni A/ dx=a , c dy*-dx=o , 
gTunGeremo all' integrale finito , anche quando la proposta pro- 
priamente non. aramene integrali primi - 



ove A, B, C, B, E,e:P .ono funiiom' ai \- e dì y. 
(Juola , mltndriiTL- :li:e alirt- valichili o e /3 in lungo di A" e 
di jf, come- abbiamo fallo di sopra ((65), petti ridursi 
forma più semplice - 



i 9 6 

_ t . . r ..... jì . . q Se in que . 



valore russo dal!' eijuiiiasm ih---;.-l.ì-i-s<l#, avremo per deter- 
minare uno dogi' imegralì primi delli proposta le due cium» 

rfiH-(fliH-io-i-ra-t- T;J/3=o 

Se poi sostituiamo il valore di i preso dall' equatione 
dq—sdn-^id/3 , avremo pei determinare 1" altro integrale pri- 
mo le due equaiioni 

dq t-lap+-bq-i-cz4-T)dz^o 



luogo di qd0 il di lui valore ds— pdt , o sia rf[, perche 
rfn=o , diventa 

dp-i-apdS-i-bd^cylSi-Tdjì^B , 

la quale si deve integrare utili ipotesi dì a costarne . I cri- 
teri d' integrabili tì ci avvertono, che questa equaiione si po- 
trà integrare, se 6ari c=a&+-^jj^ ; ed in tal caso l'inte- 
grale di essa sarà J ad/! (p^bz^fj"^ Tdg=cox:, e quin- 
di 1' Integrale primo della proposta sari 
^(p*-^//** 9 Tdpr=F.*, dal quale potAfà 
ricavarsi l' integrale finito 



"S7 

S, U condire — KD^tah», fc,* 
«irifì» foira» "' Ul,iplicita P" » PO"* PO"» 

Facciamo adesso 

(0 p*-lj=z\ 

e quindi i^f^™fi)^M<k=s—iJ i, *k .j' , 
» diScnniiando qu«i> equazione per tappano „! « 



d:'.:",! l.irf.j dilla propona , e perciò se sari 



àjH-ap<rt$+-&<l$-t-cz<13+-TJi3 4-JVd*=o , 

e quindi , per ciò che abbiamo dimosiraio di sopra , anche 
alla pioposu . 

Ma se l'equaiione e=a» non ha luogo, facci». 

^°»- (iW \£ Mùda 
*■ "; (. ; ) P '^=z-, 

«ve /=^^j ; ivremo slmilmètiie 1' équiiioM 

w -vHS>©=-(S)-ff)-(S-- 

ed eliminindo d» questi tre cquaiioni j'tf' giungeremo all' 



.. . Djatafldbj-Cooglc 
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. « trovato il valore di 2" 1' equazione {»') ci Ani quello di 
a , e l'equazione (-) il valore di a, cioè 1' integrale della 
proposi!. Se poi non è e"=ni"-i— i^j-^ . eontinueiemo il 

calcolo nella medesima maniera, e ne dedurremo àlrri casi 
' A' inregrabiliij , A,- j-lica-u" cj ii n edesiroo taBionamento al si- 
stema dell' equazioni fi) giungerei!» a resultai! Binili ; ma 
senza rifare il calcolo basta cangiale nel precederne « in 0 , 
• in * , e p in q . 

Questo metodo, che è presso a poco tinello del Sig. 
de la Place, sembra molto particolare, in'qtianto 'non c'in- 
segna ai! integrar la proposta che in alcuni -casi . *Ma il Sig. 
de la Piare ha dimostrato , che questi casi sono i soli , ne' 
quali I' equazione proposta amtneite itn' integrale completo in 
termini finiti. Sarebbe troppo lungo l'entrare rie' ceit.-li di 
questa di mos nazione , che si coirà vedete nelle JUe none iti? 
Accademia delle Scienze ài Parigi dell'anno 177;.' 

Ripuliamo l'equazione considerata di (opra 

(£H0H(£>-' 

ed introducendo in luogo di 1 ed y le variabili o=y-l-* , 
1— J— * ridurremo questa equazione alla forma 



ove siri *==— £1 *= — — i c=o, T=o-, e «cct 
liono e — a i l non ht luogo, porremo 



«d eliminando ^ e c otterremo f equaiione 

ore a - e perciò la eondìiìoi» 

e'=aiv(— J hi luogo. Avremo periamo 



^Dioiiized by Cqpoje _ 



il quale integrale combina con F alno traraio precederne 
Supponghiamo adesso, che nella eqitaiione 

A, E , C, D, ed E siano costanti. L' equiiiom 

(ÉH$MSWS)w*~.'''-" — 

ti, integrate ei daranno a—^.(yt-it) , $=1>4yi-k' x ) ; Onde 
noi potremo fare a=y4-fci . /3=v-h*'i . Quindi avremo 
JV=iMV4Wj+-3*=tff— j* 1 . (petchl emendo * e k' 
radici dell'equazione t'4-^,t-i-S=» abbiamo t*~k'=—A, e 
ti'=5 ) , Q^Ctt-D , R=Ck'+~D . Onde ponendo 
e —~tR i~S^t£. — £ _ V— r 
remo t' equaiione . 

ore 1 coefficienti a, i , e r son costiti ri . Avremo pertanto 
*■=** — "*> c'=c, «'=c— ni , e cosi' pure ' 1 

« =c— e* , ec. , e quindi la proposta si porri integrare nel 
•olo caso di e~oi=o; perche questi «[unione di condi- 
zione si mantiene la medesima , anche quando si cangia a in 
o, e ticeveua. Ntt caso di l'integrale della proposta 

uri *=f\.f S J a ~' fS lFZr, al3 TW, ° w*r*- 



™,« ,=,-'- f ,«-> r .-,- , '-y, , -t.p>m>. 

V equazione c—ab sostituiti i Yalcri diventa 

^utsto i I' unico caso , in cui la proposta ammetta un' ime- 
graie in termini riniti . 

Sìa data finalmente X equazione 

<£>w$h< : , . 



e potremo prendere n =J+-'^i ' 8 ^ — #£i 
Sarà duriqM 4(^4-5)°'', (l=nJ(A.»+- fi ) " — ', 
JÌ=-BA(i*4-g) n_M ,ét(Biiidi ' V'. ' : i àì.' 
g = jj = !L__ tJ 

--»"-; ~ — — . Se pertanto facciamo —r~T\= a i 

remo 1' eijuaiìope. ,1 

, i^)~i^sC£)* : °' ' '' ' 

ov«. a è usa quantici toiilwe . Eliminiamo 2 , « ^) nall« 
ice eju|iÌoni 
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■ad anemo l'equazione 

ove i' è c' son costami. Comìnuando U calcolo netli mede- 
tima forma giungeremo dopa vari: operazioni all' equazione 

. <*> w) .-A * rnv « ; (-«■' 

owa®, e c 1 ' 1 son costami, e alla legticnie 

■ Ma r eqUxlom (5) nasco dall' BqtmlotX (A) , te li «limioa 



3°* 





paragonando questa formi coli' equazione avremo 

, (i*-o_(o, ,(u->u»„ , .l'-'Uo^»,» . l. 

prima di qacsf etjuaiioni ci avvede , che a''' t in lune U 
medesima ; dunque «®=fl . La seconda ci dà , 
e quindi *^=ii-t-C, ove la costante C si deve deieiniinarB 
in modo, che sia b^=a quando i=o; dunque C=o, « 
*«= li+ ^. niente requaaionc ^'W^W^fO ■ 
ci dui Aj:'''=!ii-i-ao,eperciÙ «W=j(i— i>i-saÌ4-C*, ov« 
la costante C" li deve prender tale , che sia é-'^—o , quan- 
do ì=o ; sura perciò C"=o , e c^=i(i— r)+ ini . Ora ii 0*1 
servi , che 1 equaiione di condiiione , pere hi la proposi! sia 

i...gnba., 1 /"-.»4»*»«_. ì q.,„, ,„„i,„a i v,. ' 

e quindi la proponi e integrabile [une le volte , che a e un 



f aot-I) ' 

, qualunque numero intero poiitivo o negativo si 



ove A c £ sou (Unzioni di j. e di q, cioè di ^ e di 

G>)' nlra " P° lrebbe »Pr'Ìcaio II metodo del Sig. de la. 
Place, , it quale «peone che ^ e ^ liano fon™! di s e 
di j. II Sig. /e <;,.„,/„. ha ioteguto a ridurre F equazione 
ptopnsia ad unl ni f DImì , Siccome éf^x+yh)., sari ancora 
dt^ipx-Hfyy-xdp-ydq s e peIc i 0) K riguardiamo * ^ 
* come finizioni di p e di f , sarà ndp+ydq una diflereniia- 
[e e ^'«. ine faremo =d« ; e conosciuta u avremo 

' ' * ?=P* Cerchiamo peilanto 

di ridurre gl'equazione diti tra le variabili u, p, e q, ed a- 
vremo , il quii Tatare suppone jr costarne , « 

per conseguenia 



Q q 



s sostituito in questa equazione il valore di dq preso d*ll" e- 

w ---iSs^i»i'-. 
r£f>_ES! r£i-d*3; I ;.: 

siìtutd qucsli-Viloii h' pló^Ita diveniri ■ ' uo1 

cwì uni equazione' lineare tea le variabili", p , ?, L evisÌ. 
cCM.-j jpt'iitMLL' il l'.icto.in ;>j lodante .._ , . -, ■ 

Se' l'equazioni non saranno lineari per rapporto alle dif- 
ferenza parziali del setond' online , non si :>n[:à f,vi:cialraeii- 
te, come nell'equazioni del prim' ordine , ridurre la loto in- 
tegrazione a quella di una equazione lineile . Vi e però un 
caso , che ammette questa riduzione , T evoluzione del quale 
si deve al Sig. le Gr.ndre . Suppnnghìanio die nella equazio- 
ne darà non vi siano ciré le differente pari ali ilei Betoni" 
ordine r, j, /, cioè che sia ^.(i, fj, c the questa e- 

- ■.' .Hi-.- 



quaiione diffcreniiaia ci dia dr^Jdi+-Sdt, ove A e S so- 
no iumioni cognite di j e t. Siccome dp—rdx+~idy 
=d.(rx-i-sy}—xdr—jds , c d^-sdi^h^=d.{s.v^^)-xds. y ! r , 
le quintili .rJr.-jA-, td xdsi- ydi dovranno essere differen- 
ziali e^-jlle . Consideri amò feriamo x ed j come fiiniicni di 
s e t, e iicciimo xds4-ydr=di, ; avremo *=[^] . 

y=['^]- ! » qu*nùtà id^<iJ<sostiiaUo il valore di rfr di- 
.vetua_ .v}rfi-t—£MrV , e siccome * lina difleremiale csar- 

•■.■"..'iovii essere ^~^ _ < y ( ~^J = ^"^~J ■ dalla quale.a nu> 
livori [^]=[^] * deduce t «qiuiions 

Jf e di" jr avremo . . ,.'.,„■/].,' 1 

- ÉMSmSi™. _ : .pV| 

che è una etjuaiione lineare Ira le variabili t,"i, ed «.'" 
Conosciuto il valore di » avremo \«=[^~j , .„-[£j ', 
9=ji+-Iji- u , e p^Tx+*\-f(xd!-t-t,d>') , ove Ja quaniiià colto il 
segno è integrabile . Sarà ancora z~px^-qy—f(xdprydo) 
=px+-qy-fijxdx*-sxdyì-sydx+-t !l d,i ^px-hqg- ^ M y— - '-2- ■ 

+--yr»'*f~i^)UfH-y*dO. La quantità lótlrj'if legho 1 ', Ve" 
vi si sostituisce il valore di *, diventa ■' ■. ",, 
Ì x 'A-ì—ixy)ds-t-(.z'B-i-y')di, e se si ritiene che 
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Questi sono ì metodi principili che tono stili dai Geo- 
metri ritrovati pei l' integriti ione dell' equazioni a differente 
pariiali del primo e del second' ordine ■ 1 medesimi si posso- 
do applicare all' equazioni di un ordine superiore , ma per- 
dono molto tanto dal lato della generalità che della sempli- 
cità. Sopra di che si può consultare una Memoria del Sig. 
le Genire ila quelle dell' Accademia delle Scienze di Pari- 
gi dell'anno 17B7. Due soli casi ammettono una geoeralee- 
Toluiione , qualunque sia l'ordine dell' equazione , con l'et- 
posiiione de' quali porremo line al presente Capitolo. 

Sia dunque proposta 1' equazione 

[-iik^tt-m^i-] ■ ■ ■ ^i~\=°> 

che è lineare con i coefficienti A, B N costatiti . E 

facile il vedere , che ad essa si puù soddisfare posta 
%=F.(y-t— ar) , ove a e costante . Intatti , se r+-j= n , 1- 

vreroo sempre f ^-1=o r j" — ri , e sostituirò questo va. 

lore li proposta diventerà 

a" +-Jo"~' -WV=o , 

e servirà a determinare a . Ma poichi quella fquatione ha 11 
radici, che li possono' prender tulle per a , se le chiamiamo 
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O, o\ o", te-, soddisfati alti ptoposta inche il valore ili 
z=F.(y4-ax)+-/(y4-a'x)*-t>.(y-i-a "x)4-tc. , e ne savi P inte- 
grale completo, perdi* comprender! n fumioni arbitrarie . 

Se fosse a=u', l'integrale sono questa fotma non sarcb- 
le più completo , pachi conterrebbe uni funziona arbitraria 

sendo u una quantità piccolissima , e siccome 
f.{y4 r -ax->^ux)=f.{y*-ax)-i-»xf.{yi-ax),in luogo de' due 
j:;imi termini [mrrerr.n nel caso di a— a i due seguenti 
J'.(yt-ax)-i-xf.{y <-ax) . Se piti valori di a fossero eguali , 
si vede facilmente il cangiamento , che deve farsi all' inte- 
grale , perchè sia completo. 

Sia adesso proposta 1' cquaiiorte di un' ordine qualunque 



ove T è fumione di x ed y, ed A , S , C , V , ec. sono 
J, ce. quelle quantità ■ che son respctrivamenre moltiplicate 



3 io 

io delle variabili x ed y introduciamo le vanitili r=— , ed 

-»•---»- f[5]-SMÌMS. 

-=f[£a-f[SHi]^[gi : "ia 

luendo <Tuesii valori , siccome non abbiamo che le differenze 
paniali picee per rapporto ad u, potremo considerare I come 
«ostarne , ed avremo ]' equaiiorie a differenie ordinarie 

la quale tappiamo completamente integrare (147) ■ Trovato 
1 integrate, in luogo delle costanti arbitrario vi porremo al- 
trettante ftuuioaì di i o sia di j, ed avremo cosi l'.iinU 
graie della proposta , 



propoli. Diti per esempio mu equazione . diflèren: 
vinili -v,.y, T , se essi soddisfa l!lc =: :I -.d-.zL:- 
;rshi!i[fl. si pulii inti-pats nclki illesi elle la vali: 



me'nell' aliro lo risolveva la superficie curva. Questa osser- 
vaiione importarne è stai» fatta per la priir.a volta dal Sig. 

Ser meglio dilucidate questa Teoria consideriamo le due 
eqiiaiiotii ■ . . .. 

d?r-Pdx*-Qdj=o, 

ove i coefficienti sono fiimicni delle ire vanitili t,y, e x; 

(Inanimane in ciascuni di q. est' trj L ■ : tm : ; ■.oii-isiir.-i.i d'in- 

legrabiliti non siano soddisfatte, fin' coi: i.;;rare insieme 'o- 
no reali , e ci danno il valore di ; e di y in x. Poiché e- 
liminando da esse una delle .'■ li , \ -.- .'empio 5, avremo 
una equaiione tra y ed x , che ::n^-;:a ci di il valore di 
v espresso per x , e sostituendo cjueito vilore di jr in una 
delle proposte oueiighiamo una equa?:m:e tra \ li X, dalla, 
integratone della quale ricaviamo il valore di ^ in t. 

Se fosse data una sola, dell' en.iiM.ioni fn) . questa da per 
se non ci darebbe alcuna relarione tra le variabili x , y , e 
poiché due dì esse non possono esser tra loro indipenden- 
ti a motivo de' criterj £ integrabili!! non soddisfatti, ma do- 
vrebbe combinarsi con un' altra equazione. Questa seconda 
equazione non essendo data , il problema, in cui si cerei 
l'integrale della prima, sarà in certa maniera indeterminato , 
e potrà prenotisi nei seconda equaiione quella , che più ci 
piacerà , Ma poiché I' oggetto di questa seconda equaiione 
é di stabilire col meno di essa un lappano tra due delle va- 
liabili, pei esempio tra x ed g, potremo subito suppone che 
essa sia in generale g—F.x, essendo F.x una fumione qua- 
lunque "arbitraria di x. Sostituito questo valore di y nella 
proposta , essa diventerà un'equaiione tra due sole variabili, 
ed esprimerà un rapporto [cale tra 3; ed a: e questo rappor- 
to tra ^ ed 1 espresso in termini finiti , e combinato coli' e- 
quaiione >j=Fji sari F intestile della proposta . L' integrale 



pertanto di una evalione tra tre variabili , nella quale le con- 

due equaiioni , che devono aver luogo ne! medesimo rem- 

^° Sia data per esempio l'equazione non integrabile da se 
loia dz=ai/dx-t-bdy , ove a e * sono quantità eosranti ; fac- 

4z=adxFj;+-bdxF"^ , ed integrando t=aFje-i-iFjr. 
"Quindi I' integrale della proposta t compreso nelle due equa- 
iioni %=aF.x-t—bF'.x , ed y—F'.x. Infarti sostituendo que- 
sto valore nella proposta avremo adiF.x-t-bixl"^a^dx-Midy, 
la qual' equazione è identica a motivo di j— F.x , e 
dy—dxF'.x . Se vogliamo trasferire queste cose alla Geome- 
tria, e consideriamo x , y , e i come le tre coordinare dì 
una superficie curva , le due equaiioni j=aFjr-*-bF'je , ed 
y=F'.x esprimeranno due curve, una situata nel piano del- 
le £ ed x, V altra nel piano delle x ed y. Queste due cur. 

i punti della quale' soddisfaranno a quel problema, che ci ha 
condoni all' equazione proposta, perche questi punti sono de- 
sfanno all' equaiione proposta, e no formano l' integrale. Sic- 
come F.x e arbitraria, infinite saranno le curve di dopp' 

blcma indeterminato, in cui possiamo prendere una equazio- 
ne ad arbitrio/la quale secondochè diversamente si assume , 
diverso ne deve nascere 1' integrale delle due equaiioni fo- 
natile combinate . Taire perù le soluzioni particolari sono com- 
prese nelle due equaiioni trovate , le quali hanno perciò il 
carattere d'integrale completo. 

Il problema dell' equaiione precedente ' potrebbe enunciar- 
si cosi: trovare una curva di doppia curvatura, in cui sia 
^=0,-1-4^ . Onesta inunciaiione ci fa vedere che il pro- 
blema i indeterminato ; polche una curva di doppia curTatu- 

Tomo II. Ri 



mo supporlo qualunque . Se invece si proponesse d 
uni superficie, in cui fosse ~=ay^— , questa 
quatione basterebbe aliata per deierminare il probi 



.ne qualunque M~a, ove sia M una funi: 
di i e di y , ed a uni costante aibitrari 
uest» eqiuiione eliminiamo dalla proposta 
li, ed il di lei iniegt.le sia allora N—h, , 
tante introdotta dalla integrairone ■ Le due 
, N=b considerate insieme soddisfaranno a 

la proposta ì valori di rfs e di dy ricavati 



aloni M=a , 
chè abbi* luogo 1' 



^unione [m*-»F'jOÌa=o , cioi, poiché a*=M, 
(«*^J£)l~yx^a*-nFje^)jf=o , e pereto nel- 
la evalione, che se ne otterrà, anderanno a toro i coeffi- 
cienti di dx e di dy. Quindi si deduce un'altro metodo per 
l integratone di questa specie d' equaiioni. Ponghiamo che 
una dell' equaiioni integrali di Adz*—Bdi+~Cd } =ei sìa un» 
relaiione tra x, g , e ^, che dìfTcreniiata ci dia dz^pdx-t-qdy . 
Sostituendo questo valore di rfi nella proposta avremo 
(Ap+-B)dx*-',A/)i-C)dj=o , e siccome devono svanire i 
coefficienti di dx e di di/, avremo Jpi—B—O, Aq-t-C~o, 
le quali due equaiioni a diffcrcnie paniali dovranno aver luo- 
go insieme . Quindi integrata una di esse , o una che da am- 
bedue dipenda, sarà questa una dell' evalioni integrali cer- 
cate , e I' altra nascerà dal paragone della prima eoa quella 
dell' equaiioni Ap-\—B=o, At/-t—C—o, che non è siala 
contemplata , o con una qualunque di esse , se ambedue so- 

■73- 

Può succedere che 1' equaiioni , le quali formano l' inte- 
grale della proposta, sian tali, che dato un valore determi- 
nato alla funiione arbirraria in esse contenuta sì riducano ad 
una sola. In questo caso avremo un'integrale della proposta 
espresso in una sola equaiionc , ma questo saia particolare 
sema alcuna costante arbitraria , perche per ipotesi la propo- 
sta non e suscettibile d' integrale completo espresso in una 
sola equazione. Cosi dna 1' equazione 

(y~ e^z-h- xd) ■*— (a— y)Jx=o , 
di cui l'integrale è formato dalle due equaiioni 

J chiaro che posta F.y=y queste due equaiioni si riducono 
alla medesima $=x+~y , la quale da se sola soddisfi alla 



proposta- Ed ecco spiegali 1" origine di qnelte minzioni par- 
ticolari , che alcune volte si trovano soddisfare ali' equa- 
zioni da loro stea-s inni integrabili , e che vengono Ìndica- ' 
le dai criicrj d'integrabilità. Poiché è evidente che esse han- 
no luogo, quando le due equaiìoni componenti 1" integrale 
completo possono ridursi ad una, e sono perciò comprese nelT 
integrale compiilo. La medesima osservazione si applichi an- 
che alle cose seguenti . 

17). 

Passiamo all' equazioni tra quattro variabili, e data l'e- 
quazione Adu\- Bd^-t-Cdy-t— Ddt—o , che non soddisfaccia 
ai criterj d'integrabilità, ponghiamo M=a, jV=i, ove sia- 
no SI ed N due funzioni determinate di r, «, e j, ed n 
e i>, costami. Da quest' equazioni ricavalo il valore di ^ e 
di y in * si sostituita nella proposta , ed essa diventerà una 
equazione ira due sole variabili i di, che integiata ci 
dati F=c. L'equazioni Al—a, N~b , e F=t-prese m- 

di du , iif, e d> ricavali da esse nella proposta, la tendono 
identici. Ciò è vero quando o, *, e c son costami; ma 
se son riguardate come variabili, la sosiitiulone dei valori di 
du,dz,c dy non renderà più identica la proposta , r.-a -i' 

ciamo c=F.(.a , ù ) , e questa equazione diventerà 
£m^^J'i-nJdii-)-||m^^J-i-^i/4=o . Quindi ali» proposta 
toddiifarà V equazione P—F.{llt, Nj, purché con essa ab- 
itari luogo anche l'equazioni m^—^-t—n—o , m^— ^4-p=o- 
Se noi facciamo M=x, ed N=l) , questo metodo si 
ridurrà ad integrar la proposta nella ipotesi di x e di y co- 
ltami ,. ed a completar poi f integrale con una funzione ar- 
bitraria di x ed y. Le alire due equazioni si ricaveranno dal 



£ ed u, ed 01 re rrcmo ir 
ita .v, y, ed F. V inleg 



Sia dm per esempio ]' cqnatione 

jrrtii-t— jrrfj — irfv — jrfy=o . 

Integrando nella ipotesi dì jr ed y cosranri avremo 

sTi-l— ja— y ), e dal paragone del difleiemiale di qu 

Ma equazione con la proposta ne dedurremo tn-x=(^J, 

2+-.T=(^). Dunque V integrale della proposta è espies 
dalle ire equazioni 

xu+-yz= F.(x, y) 

— (£ 
— ©■ 

Da quesr' equazioni eliminiamo u e a , ed avremo I' 
quaiione a differenze pariiali ^^^"'^"'"^^T'J =P+- i"-l-^' 
L' integrale di onesta equa itone ci darà 
F=i' +-i/* - ; il qual valore di F se 
nelle Ire equazioni integrali, esse diventeranno 1 



)<9 



Poste due qualunque di esse ne segue necessariamente ii m- 
la : quindi due di esse esprimono 1' integrale della pto- 
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Se l'equaiione darà sarà Ira cinque variabili r, u, s, 
y , ed *, poste 1 , .> , o : costanti il ili lei integrale con- 
imi una (ùniione arbitraria F delle ne variabili »,.», e ?. 
Col metodo precedente si troveranno le altre equuioni . che 
devono aver hirgo insieme con quesia per esprimere P inte- 
grale della proposta . Per mesio di queste quattro equazioni 
c!in::n.in.!i> r ed a avremo due equazioni a differenze par- 



durrehbero a due sole . 

Sia proposta I' equazione 



.\r-.-t/n=F.(x, y, x) 

—HS) 

i l'integrale della proposti. Dalle due ul- 

f=^*, ; e loiùtuito questo valore di F le quattro 
precedenti equazioni diventeranno le [re seguenti 

■ —(S 




in questa non sì trovano che le quantità x ed m 
nella funtione o , essi poni integrarti , e ci dati 



le tre equazioni inic^iali quello valore di $ avremo 



ove ii ter» dipende dalle due prime. Dunque due di t<se 
formano l'integrale dilli proposta . 

Si può concludere dalle cose precedenti , che 1' equaiio- 
ni di .[nc-u .'orma in Ire u quanto variabili , le quali non 
5o:!iii::i".:;no alle conditioni d' integrabilità , ammettono un 
integrile espresso in due equaiioni , che devono aver luogo 
ud ine.icHmo tempo . Se poi il numero delle variihlli -ni 
maggiore di quattro, 1' integrale dell' equaiioni saià general- 
mente espresso in tam' equaiioni simultanee , quanto e il nu- 
mero delle variabili diminuito di due unita, quantunque spes- 
so possa essere espresso in tin numero minore d' equitionì - 



s'iti qui ?i.']Ì3iV,0 LO:.&i.[fi„;^ 'ii-Cil' cambili cx[ --ri r;-L 
ordine, nelle ci.-iii i di ili n-miiii 'mi; lineali- raisiamu arioso 
a quelle , che contengono i diflèremiali elevati ad una po- 
lenta maggior dell'uniti. Abbiamo veduto (154], che quesi' 
tip, illuni non ammettono un'integrale esrrssso in un» sola 
equazione, fuorché nel caso, che siano riducibili ad un'altra 
forma, nella quale 1 difiereniiali siano lineari. Cosi l'equa- 
alone dì*=tt'(dx'-l-d#') non satà da se sola integrabile , 
perchè mediante I' csiraiione della radice quadrata non si può 

Tono //. S 1 




Se adesso sostituiamo nel- 




t;S. 



ridurre alla formi dz—pdx-\-qdy . l'uri se in quelli equa- 
lione ponghiamd y eguale ad una riunione qualunque arbi- 
traria di x, essa diventerà una equauone Ira due sole vaiia- 
bìli, e perciò capite da se sola d' intcgraiione . L' integrale 
periamo di quest* equazioni tra I 



Prendiamo per esempio I" equaiione 
de"=B'dx*-r-Ì'rfj', 

e supponendo dx costante avremo , ed integrando 

^~i>-t— F.x . Differenziamo questa equazione facendo variare 
anche x, e paragonandone il resultato cun la proposta avre- 
mo ibdxdjF.xi-dx'iF.xf—a'dx' , cioè 
aofljs^^ —dxF.x, ti integrando ^S=a'j'^ r ~ F -x ■ 
Dunque l' integrale della proposta sari espresso dalle duo 



z=bjH-F.x 

Sia data in secondo luogo I' equaiione 

ì •dl , ={ a •-^•)(dx'■^-d? , ). 

l'osta x costante questa equaiione ci dati ^dz—d.^fy* -^'), 
ed integrando avremo — ✓(<!*— a')=7+- . Differenti jmo 
questa e.|uaiione facendo variate anche x, e paragonandone 
il «sul 



il resiilt.uo con la proposta traveremo I' c inazione 
ziyFjfrfaFji'zBix, cioè intestando iy^-F.x-=J^ - , 



□ioiliz edj)y_ C ooyle j 



qu«U equjiionc combinata coli' iti» y*-F.x>--J(a'— 1')=3 
f TLTi^r.l i' integrile della propoli». Si leggi una Memoria 
de! Sg. Mjng' ira quelli dell' Accademia dellt Scienze di 
Pari::' dell' ìnm> I?y4- . ove si tioveiì un metodo elegan- 
ilssiinj per <oiio un' altra forma l' integrale di que- 

lli sorle d' (quattoni . 



y cipressi per x in quantità finite, e questa seconda inte- 
graiinne non introdurrà alcuna nuova fumione arbitraria in- 
dipendente dilla primi. Pariamo 1' imtgrala finito di quetf' 
eqiniioni dei se con!' ordine saia espresso in due eqmiioui , 
le quali co li tt ri ali no una ftiniione arbitraria . 
Sia proposta per esempio l' eqoaiione 



s ivrù integrando jri/i — 



l' integrile primo della proposti sari espresso dille due equi- 
/ioni simultanee 

li secondi integrili mi dà s= -4— l'.x, ove triliscio la co- 
stame, perche e contenuti in Fj;. Sostittiilo ne] li prima 
questo valore di ^ essa diventerà dx\'{x'-t—xF.r—F.t)=dy, 
onde integrando abbiamo y=fdx*/i x'i—xF.X — Fje)-t— c. 
Quindi f integrale finito della proposti e espresso dille due 
equaiioni 

Prendiamo per stcoi:.i' estnipio 1' equiiione 
x:d'^xyd'y-\-xdi('^iih:'^- ;:^xJiwy'dsdi)*-s{i*-i)dx'—o. 

e quindi abbiamo integrando 

jonand.ine il resultilo con la proposta nitriremo 

■.-.-.d-z— , 'dt,i—i(i-i-!/)dx-<-idxF".x=o - Quindi l'integrale 

primo della proposta e espresso dalle due elulioni simul- 



proposu è espresso dille il.it c y.vy. 
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le . e ti uovi .'imitile primo di q' fila equitione ci 
JT-ndr, e l'integMlt 6r.i(o r=«+- *. CoM le ia.à li 
rrqiiitlooe .VJlPd,. Qdi)=-.,o-e .tf. P. (." s*n furi 
li. di i «I y. e nel d.ff.iemiaie U o.iiari„a PdxtQdy I 
ni eUmeo» « ...^ne ««uni., avi l U " 6 ° .«ri p.ut:< 
che h> eondorm t quelli tquaiions, nu'.jlia Miiahile u, 
<ui il d ITcreninl; pumi mi crtunu . Quindi l' mitgi 
(t.ipo di. la proposi! sari Pi/n-(Mi--iA, ove a e i 



.1 al p-obkm. «a *"K<S.«. >-* ' e t £*f , -G* 
a l'i) 



ii ff/\Pdi*-Qd))=Ka, mV=^.B,oo* 
SOJ0is:a<J ai pioterai ima curva di doprii rurviiiiia . 

I.'istesso .vii lK.|a nel.V|.m ..ni e.: a Cina MdP—3, 
ove f e ur.j fnr.j n-, ( diftertutitle del pr tn' ot.i.ne , qualun- 
que ila il numera delle variabili in e«a contenute. L'ìnw- 
fale ;i mi <a-J Prr.oJa. e l'iotegnle finito sarà e! pi eoo 
di una o più ei|iiai OTi, the il dotetiano enn i melodi u- 
poiti di sopri. Sia data per esen-f-o IV;- io-n. 

Dividendola per >* troveremo il luo integrale primo es- 



Srccom- qutsta. equazione non soddisfi aì criteij d* integrabi- 
lità, il suo integrale "ti rapi' re semaio dalle ire equa.- 



a 1og.y-*T=(^) 

.-©• 



o questo valore ili f 



* (bimeianno F integrale finito compialo della precedente e- 
qnaiione del se con d'ordine 

Considerami) adesso 1' equiiioM generale 

Pa"x+-Qd'j/i-Rdy'+-Sdxdj-t- Td*'= o , 

t se essi non sarà riducibile alli formi lUd(Fdx-i-Qdj)^a , 
le due equazioni, che ne fermano V integrale primo, si tru- 
i ventino nel modo tegnente. Facciamo NiPdxt-QJy)-Jur.,i , 
e diflcrciiiiaudo questi equazione nella ipolesi di da costante 

\xd%P^d<]d.fl<l—N. ntl/^$i\dy^-Tdx')=-àu- F,u , e 
WPdx±Qdy)=JttP.u 

4Md.NP*-tyMQ—N(Xdg'i^xij+Tdit)=<hi'FM 

integrile finito difenderà dai metodi ordinar) ; ma qui si ds- 
. «ervi , che la quantità N i pienamenie rilasciati al nostro 

line c u i ,i • i i i li il [ite per iV 
il furore, che tende li quintili PJx-^QJ) uni differenziale 
«arti, e in tal guisa si otterrà l'integrale della prima equa- 



ìdendo troveremo che l'integrile piimo della prò- 



cond» essa diven,i^'^ r ^'=d u , /". U , ciot 



=,! a -F'.u ci dà si- 



CAPITOLO X. 
Dell' equazioni a differente filile. 



net l'integrale con i medesimi 
1* equationi differenziali . Sii 
f"=:y'-ì-Ciy , ec. I: differente 



tosi l'equazioni a differente fmhe tu le variiiuli i ed.» si 
potranno ridurle ad una forni, che contenga jt, j , e le 
quantità y\ .v", ,}"'. ec. Noi ci raggireremo jisriicchra'.cr.is 
iull' equazioni littori, perchè quatte sono di maggiore utili- 
tà , e 1: sole uelle quali i Geometri si sodo con qualche suc- 

Sii dunque proposta l'equazione Ay — £/=X, ove A, 
B, ed X son funzioni di », e li differenza finirà di x s in 
qualunque mndo variabile. Facciemo j=é"r, ove u e I son 
due nuore variabili , e la proposta prenderà .la forma 
(Ae"— Be"^")!— Bt tt4 ~ Cal at=X . Ponghiamo =o li quin- 
tili moltiplicata per /, ed avremo pur determinare u e t le 
due equazioni A— Bt "tao, e —Be"ct=X. Dalla prima 
ricaviamo ÙB=log— , ed integrando n=±=Elog.— , e sosiituen- 
do questo valore nella seconda abbiamo - ■ 



Si cerchi per «empio ii numero delle permmaiinni , che 
si possono f d ,e con x feitere . Se chiamiamo y .1 numito 
delle permutaiìoni par * falere, ed / quello per ar-t-i let- 
tre, * chino che Irovate fune le prime permutaiioiii avre- 
mo tutte le seconde , se nella prime porremo li nuovi let- 
tera o nel primo, o nel secondo, o nel terio ec. , o ntdl" 
ultimo posto . E siccome qi,e<ti posti sono j-f-t , avremo pc» 
& j=a(x*-i)y . Integrando adunque or terremo 

y^S-M-H-,) e ViJore ^ 9 d dari y ^ 

cercato delle perni u talloni , dopo che avrerho determinata 
costante c . Ma prima si osservi che E.log (jr^i) è eguale j 
la sommi della serie log. ■ -i-log. i -I-log. i .... -t-log-v, eh 
-=log.i.a. 3 . 4 . . . . x , « quindi e 1 ' 08 ^ 4 "' 1 =t j. 5 . ..a 
Sirà dunque y=ci.i . . . . x ; t poich* ti ha una so 
permutai ion e , quando x=i, sarà est, ed ;=i.:.j. ■ •■**• 
Generalmente nel caso di &x=i , V intentale dell'equi* 
l'une A^y — y'=X, oveJ^ rappresenta una funxione data di 
1, puù rappresen tirsi coslj 



m 

ito. 

. V «qui tione precedente si pui sempre' ifiiegrare, qua- 
* ; ma in generile bi^E-a 

"rubile secondo qualunque legge. E siccome il cs!u l'elfi 
(WTjrcini chinile i il l'i! H-mr.lice di unii, ognun vede 
che mollo Si acqiùsiera . se ■ questo si ridunanno tinti gli 
alni -casi indili:) delle differenze variatili. Sia dira una equj- 
jione qualunque «=so ira le variabili * ed y, e la diflì- 
tenia finita di jr sia , ove col segno «>je indico qu»- 

lunqua funzione dì x . Si faccia a— ad una funzione- 
di i, • questa fatizione p g si deieimrai in modo , rhe 
quando i varia di p*—#, h i nella PuGiione p^ varj delF 
iinlta. A Viano dunque *- rzr P.^_ l • • »ÌMoir.e t.i=cfp a , 

p ' ^r—jt.p^- V ir^egialc 'i; que*ia equazione ci darà il 
valore di Pj~* ■ onde potremo dedurre il valore di i pe? 
x. Se ad <so celi' eqn-ione ds:a fate limo *—f -y diveo- 
K() una finitone di e che chiocceremo r , e dopo quetla to» 
st!r:i7Ì:iiLe *c Jlt diventa Hit . avremo l'equazióne Mi=i, ir» 
le variabili z e C ; ove la differenza di z e costante eguale 
all'unirà Sia f ssP T integrile di questa equaiione ,, ed t- 
vremo per !' integrale della proposia yz=P , se in p porremo 
in luogo di z il suo valore diro per x . . : . " 

Per maggiore sihia ri mento supponghiamo che redazio- 
ne Ms=a sia lineare, cioè della forma 

-ij'-i-S>VCj/"-r-ec.=jr , 
«ve A, B, C, ee. ed Z siano funzioni di *. Se 4l , 8t, 



Cr , ec. , Xi sono i valori di A , B , C , ec. , X , quando 
in luogo di x vi si pone p , I* equazione ^/i=o siri della 

Jii*-Btt'*-Cu"*-cc.=Xi . 

Adesso itovjio F integrale (=? avremo \—P , se in i> so- 
siiluiremo * in luogo di p^. Si osservi che media ni e questi 
sostituitone le quantità Al , B\ . Ci , ec. ed Xi ritorneran- 
no ad essere A , C, td X. Quindi non occorrerà, 
far da principio alcuna sostituirne in A, B, ec, purché ri 
osseivi net decorso della integratione di non fare intorno a 
queste quantiti alcuna operatone , la quale potesse rneseo- 

tmione del valore di ^ dovrà farli nelle quantità , eh* 0 "* 
portate 1' integraiione . Le operazioni pei alno sulle qn.u-.iit» 
A, li, ec, le quali implicano la dilTetcma o la somma , 
dovranno eseguirsi se:uiidn il sistemi di differenza variabile, 
che regna nella proposta . E;co periamo a quii cosa si ridu- 
ce questo metodo ; s' integri la proposta, come se la riifferen* 
la di x fosse =i , avvtn^r.dn iii im uscii-jiru ina accenna- 
le soltanto le operazioni sulle quantiti A, B, ec, poi lascia- 
te intatte queste quantità si ponga da per tutto in luogo di .<■ 
il valore di % ricavato dall' equlllo» x=p , 

Tulio adunque dipende dal trovare un valore pascola- 
re di p^ t che soddisfaccia all'equazione p^^ f =9-p^ • l'in- 
tegrailone della quale supera in generale le ferie dell' Anali- 
si . Noi accenneremo varj casi , ne' quali questa integrazioni 
può eieguirsi . 

Sia <f.x=ar4—b, ove a e i son quantiti costanti, ed 
avremo ji =af f-J, e facilmente troveremo C'79) 



cJ-b a^-b 
= <± _r= a _ i , se facciamo £ 

a ì-i _] OB . [^( n — J.v] 



avremo P t+ _ ( =»f s , 



quindi abbiamo /> =i=a ' e prendendo i logaritmi 
log.», 

logEÌog .n- Q— ])lo E .j] _ loE-1ag.ai B '7 . . 
^T - logia log,™ 

Sii p.r=*7Ca-f-Sjr"), ed avremo p" =a-i-bp" , 

. V ìjH., . „ S - 

iìilì quale post» p"=J li deduce j =(»-* q '. Questa 

■■ - ■ ■ ' * ^ H-I ^ 

integrità ci di$^ = ^~, e quindi =*=-i ( /|---^ ; ond.e 
'li ricava **<Ì— 1)4— fl=* T , e piesi i logaritmi 

J_l0g- [* "(*-!)-*-«] 
*7 log.1 



Sia ip — a, ed awmio ==p B *— 
cenJo t==q s *~ ouwiemo ? + 



hi = « « 

° fcfi™TÌ' Eia 
=Ci j quindi H ji 
j" posto 
log. Arc.tos,— 



Agli accennili potremo aggiungete molli aldi casi, tltf 
quali può integrarsi ! equaiione i mi anche 



vendo perù riguardo a!le altre awerrenze di sopra accennate. 
Siccome penatilo l' equazioni a differente variabili ti pan- 
ilo ridurre ad altre, nelle quali ie differetlie son cottami, 
nelle ricerche seguenti suppoiterno sempre che la differenza dj 
jc sia eguale all'uniti . 
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Sia data adunque da integrarsi 1' squ aliane dell' ordì. 

ne n 

Jy4-£j'4-fy" .... t-Ny (n) ~X, 

i coefficienti della quale sono IWioni di x, Mo!iiflit!ii.iiTi(i!a 
per una funiioue P di x, e ponghiamo che il di lei ime- 

d) p(jiy+Bi/4-cty . . . . t-jfv y=s.jp. 

Prendendo la differenza di questa equaiione , che è 

w 

P(4iy*-BtY-*-Ciy ' -t-Miy ) =XPi 

—P (Atyi-Biy'-t-Ciy". . . . -t-My ) 

t paragonandola con la proposta avremo per determinar Ji , 
Bi , ec. V equaiioni 

Ai--—A n e miP=!fP 



onde , siccome Mi'P=NP , avremo per determinar P Y c- 
quaiione * 
( 0 j NPt-M , P'-t-£"P"-t-K , "P'" ■ . ■ .^^'^"^o. 

Ss conosceremo n— i valori particolari di P, avremo n— i 
«Huaiioni della formi dell' eguauonc (i) , dalle quali eliminan- 
do y", V i/"^ giungeremo ad »na equaiionc dell» 

formi j}y+-S/—X', !• quale integrata ci darà il Yalircom^ 
pleto di y. E qui applicando il ragion a mento unto- di- sopra 
ini) troveremo, che la proposta si può completamente in- 
tegrare , allorché si conoscono n — i integrali patricolarl «111 
medesima nel caso di X=o, cioè che il Teorema, del Sig. 
de la Grange per l'equaiioni diffcrentiali ha luogo ancora 
per I" equiiioni a differente finite. ) 

Se i coefficienti A, S , C, . . . . N sdii cosiauti, l'e- 
qualione (a) diventerà ■> ■ 



' ■>-=^->= uu '' : T" ::= '" , ' B "' 



Dl3liizódb/CoogÌE* 



onde apparisce, che potremo soddisfare all' equaiìone Fre- 
ddile ponendo a— ad una costante a , e P—a , ed a sari 
data dall' equaiione 

tf+-Ma*-La % .... Ja"=o . 
Trovato il valore di a avremo 

Ci=—C—Ba—Aa' 

e sìa ìn allra forma 

At=- B \ g ,l B 

^^'.'...«.JL 

Ci= d h jy ° 



l'integrale della proposta salì 

Se chiamiamo ai , ai , ec. gli «Itri Talori di a , e su 



:j , ec. gli i 
i <t*i, Si, 



Hi , ce, o in Jj, Jt) , ee. , allorché a si cangia in ai • 
in ni, ec., ivierao le n seguenti equaiioni 

■i'** , («+-Sbi* , X)=Àj+-Jì/" ■■ -r-W" - ' 1 

lipliciii per ti , ec. , ed avtcìno 

An-kAn-kiA}+-tt. 
t le quantità A , iti , ec. scanno date dall' equaiio ni 

C:t-kCi+-kiCyv-ec.=a 

Saranno dunque k , £r , ec. quantità costanti , e quindi a- 

^_ a~ J 'Ce-t-S l i Jr Z) | at~ x (_ei*-ìai x X) j fli~ J "(c34-Sni ,r -y) | ^ 

essendo m , RI, mi , ec. quantità costanti. Per de rei mi nu- 
le sostituiamo questo valore di y nel!» prima delle pieceden- 
■i equazioni , ed avremo 



* (C+-Ia'*'j>= a~*(c+Ea X X)^ JJ I Si ^ Ct ( Ji ( 

jjx cwX r\ Si// y JT\ 

Siccome questa eduzione dev' essere identica, convelli che 
.la ^H- ^l %l ^ «.^ , e gli dBl tornii 
devono da loco slcssi svanire . Sara dunque 
, Si C, 

n=An — ~-\ — 77 -(— «., e sosiitueudovi ì valori di Al, 
Si , ec. 

E' facile il vedere che quesio valore di n ì il differeniialt 
della quantità Aj ^~'* r '^-*-^; • ■ ■ P r «° per rappor- 

to ad a e moltiplicalo per — — . I valori di mi , mi, ec. 
lì troveranno, se si riflette, che a si cangia in mi , mi, ec. 
quando a diventa 01 , ai , ec. Dunque , se facciamo 

P^Aì-Bz+Cx'-i-Dz' .... -t-Nz", 
.avremo i valori respelli vamente dì m, mi , «2 , ec, , se 



- ponstiiamo ■ 
.-. son le radici 



1] Sig. Euler ha falla il piimo I' import 



Che r»pp1ieaia PM non caligai valore, quando I' asciai 
crescerà del!' uniti- inùm se prenfliamn ap=AP , l'or- 
dinata pm, che corrisponde ali' ascissa Jf=AP-t-Ja=AP-l-t , 
sari sempre eguale all'ordinala «uti'ponHente a'!\.=ci=sa 
^P. Oltre la Cicloide se si concepisce una curva qualunque 
A'.tra'm'ec. regolare o irregolare, Hi cui la feritone A'M'a 
corrispondente alle parte Ali dell'asse si ripeta similmente per 
tutti l'estensioni dell' asse, anche l'applicali PM' di que- 
sti curvi avrà la medesima pmpricil . Sj l' c^ii.iiionc di riue- 
sta curvi è PM'= t .AP . lUiiintennovi in luogo Hi AP il 
suo valore in PM rjivenierk PSP—^.PU\ e quindi f.PM 

quando AP cresce dell' orlili. Ora È P N—CT-r- AfO ' 

al diametro , e chiamando x la retti AT^= all'arco TM fi- 
cilmen te vedremo essere DIO=— cos-api-. Dunque sari PS? 
una funiione dì cos. ip\- , e questa fu:ji.h:-.c si manterrà co- 
llante quando AP si cangia in AP+-I . Ma poiché AP=x-CO 



bugiate "ddl'Vpnxba! »' affina»' fini- 
la differenii di * fosso in qualunque ino- 

i8 } . 

Per mostrare qualche uso dell' equaiìoni a diiTerenie fi- 

E' noto che qu:su serie è tale , che esiste una equazione 
lineare Ha y ed i «traini consecutivi /, y", ec. della IHrma 
4j-+-ff/i-C-/"t-Dy I-ZC.-—X . Quindi la ricerca riti mimine 
generale dello ;er.c ricorrevi di r er.de dalli integraiione di u- 

u- er-.fuiuis; :i durame finhe '. " 

; Ma un uso F iù insane di questo Calcolo censii nella 
d; 'Ci'' inailn i:e ;:d.c finii. (irli , che <on comprese ne!" iaisp.3- 
le dell' equailoni a differente parziali; il qui!' uso e miti 
nel medesimo tempo osservalo dal SigR. la Place , Condur- 
ci! , e Mangi. Sia dna \~ equazione Ì'—.AF.Q , ove P 4 
una funzioni di a 1 , jr', ; , ed ^ e Q inn funzioni di « ed 
J, la qual' equazione r,1|f resemi 1' i inorile 'li una :;n:i : 
lineare a differenze palliali del pr in;' ordine ; e si dtbba de- 
terminare la funzione arbitraria F.Q in modo , che quando 
;■=.■■! sia ;=/V, ove M ed N rappresentano due funzioni 
date di x . Supco Ughi amo che posto M in luogo di y , ed 
JV in luogo dia- l'equazione P=AFrQ diventi Pì=J\F.Ql, 
e facendo (*i=i.essa si cangi in T=Fj; e siccome T i 
dati, avremo cosi la lentia di F.l . Sia proposta per esem- 
pio I' aquario"» ==-F.{-v+-j) , che * V iniettale dell'équ» 




potrà diventerà x"=F.{in-x*) . Facciamo 1+-*'=/, c sosti- 
tuendo in luogc di .v il !uo valore —^PtiO tvnmo 

?■<= > « f-(**-J>) per soddisfare alla 

condiiione precedente dovrì cuci della font». 

Adesso data l'equatione P—AF.Q-t-Bf.R , ove P l 
funiione di i , ji, t z , td , 2f , <J , ed J? firaibni di .v, 
td y , si debbano determinare le due fuoiioni arbitrarie in 
modo , che sia 2—N quando j=.W , e if~Nt quando 
jf=J/l , essendo Jti , N, Mi , Ni fmraioni di af . Suppcn- 
ghiamo che sosti m hi questi valori la proposta fi cangi nella 
due seguenti equazioni 

fo) Pi=llF.Qi*-BifJli 
(S) Pi=JiF.Qi-hB 2 f.Rz. 
Si faccia Ri=,, e s ™ituii;> il vile-re dì * , che iì ricava di 

s- 'i o^r J^^V^'™' 11 ', d . ' r 

' W) jr>=*tFAi4-0if.i . 

Dall' equazioni (c) c (<i"> si elimini /j, t si otterrà 
(e) *0tF.t~itl0FjU=l3tT—li3\. 
Ora se pongbiarao (!=)■*-£( , saià questa una ciuaiione a 
dirTerenje finite, ed il di lei integrale ci dati il valore de- 
' —'- o della funiione F. 



Sii proposta per esempio Peqoasiooe ^.F.^+JiL 
ove si debbino determinare le funzioni arbitrio in modo) 
che sia quando j/^,ia-, e I= i t n quando y^s 

essendo a , i , 'i , i , m ed n cosianii . Avremo 

ó-e" ''-">"-'• • ■* •"«'» 

W =r-—i-j:t, 

(,_„• IT 

a-tf -» 

v, ■ »■«. e-'ó^ / - ; . è/* 



Mi ì ticìle f vedere , -che quando ùl=I>t, essendo D (o- 
siinie, è S.f = — — ; dunque avremo 



fr—OV _ Ut-Ufi* 

ti-o)"(-+-*)''-(it^)VA)" (i-o) n (i-t-/o ra -tw-ò" (M)" 

Trovato il valore di Rt, L'equaiione (c) ci darà. 



-a) V-t- j,) "^,-!- . ) Vjj" 

(i-«)-(i-ny"-fM-j"(t-A)" 



Paaiamo a dir quakhs eoia dell' equazioni a differenze 
finite e palliali . Se; esprime una -qualunque funzione dì 
* ^ J"i tn-j j esprimerà il valore dì questa funiione, »!- 



. — Piailiz ed Jyj. t - n rj ojfl 



lorcbè A- Tarli dell'unità y rimanendo costarne, c ^ ^ 

fercnza panili» di i y presa per rappono ad 
*» e T r x y ' a differenza pattale presa per 

rapporto ad y- Qutll' equazioni , <he comprendono 'e qnai;ti- 
11 ^x,g' *x*~*i,y ' V, jet— i ' Vi— i , jn— i * et - 11 
t'i^sMisno equazioni a differenze finire e parziali . i'er mostrar 
1* uso di (illesi' equazioni supponghiamo , die jia data ] a se- 



'•s *-y j.j Vy 

e qualunque I #tJ * queste «rie è i 
ad un numero qualunque de' termini pi 



do nelle Memaiie di Stilino dell' anno 1775- Noi daremo 
una idei de* turo rv.-in.li rv..'ivj mente aTequjt'oiti M prini* 
nr-.'.:r-;. t-i Ma urici ; e 1 i h'j-.tii ìrjrp'ir- a ci-TCare nelle Cl- 
io Integrale, e 'pedaline.. re per il di Ini .uso Jiella Domina 
delle Piobalìiil'i . Ma pi:i>a CDiitidciiiiut il raso di alcune 
t.j ■.^!.!imi a differente parziali , le quali facilmente fi fìduco- 
tì') a <iiiTirei.ie f,;;i:c ordinarie, qualunque sii il loro otdine. 
Sia dpia I' eqsauone 

coefficienti A*, B . . f '.V , e I' sì 11 t.uui.mi di r 'ed y. 
In luogo di quesie vaiistiiii inimJiitiamrnc altre due a e ( 
ili modo, che su h=jc — y, e /— sarà ^—P u ( 

~X — I I Pa,t— |,l *i-i,j-2 — *' <C "' " 

1' «quattone data prender! la forma ■ 

(-1 4-ilf B a ( _ n =7'l, 

eie i coefficienti ^1 , iFi . . . . Nt , e 7"l soli futnionì " 
di a, e (, Supponghianio ri EOstinK, e l'integrale di questa 
eqtiaiione a differente finite ordinarie iivenieiì quello della 
proposta, se in luogo delle n costanti arbiirarie \i porremo 
sliretrante futnionì di a , cidi jfì j. — y. 

Data per esempio I' equatìone _ y *-xy*^ t _ ^,=° . 
«ssa diventerà p u , -t-tfj — *)p f _ ( ; e siccome ( 179.) 
l'integrale di questa nella ipotesi di u costante e ■■* 
P a >( =1.1-1.3. ...(tu— OC"— -0 ■ ■ ■ • («— 0 . P in»- 
grale della proposta sari 

^ . . . *0->— l)t>- J— »J...C-y)P-(*-j'). 



tegraiione di una equazione orditiitia con ì coefficienti co- 
stanti , se i cocllv.k'iiii <MU f toj-osu saranno funiioni di una 



La f'tra» geneTale dell' equazioni lineari i differenzi fi. 
rute e paratali del prim' ordine e la seguente 

ove a] i, i, t T .5011 funiioni di 1 ed y\ Il Sig. rft la 
Grange insegna "1 iniejjtii questi Équiiionc nel caso di 0, 

^sst.'jS*, ove siano a e £ quintili costanti, e sosti- 
tuito questo valors avfassi 

dotti la quintili ^ \ n ima strìe discenderne ed or- 

dinata pei le poterne di n , in modo che sia della forma 
-i J nJ, 4-ii B nj,_I -r-^"- > " 1 4-ec. I si otterrà. 

e questo sarà un union particolare di y. ( io cui la co. 
starna ■ può esser qualunque . Per dedurne F integrale com- 
pleto si osservi, che, poiché il valore [rovaio di % x y 
soddisll alla proposta , la EouitiHÌone dì questo" valore do- 
vrà reridetla identica , e quindi perche o puù esser qualun- 
que , se iiopo questi loiHrMici'.c fo-crao unti i tci:i:i-.ii celi' 
equaiiane da una parte , svaniranno i coefficienti delle simi- 



li poterne di « . Se adesso i coefficienti A, Ji , ec. te- 
stando i medesimi, in luogo di Z 1- "' porremo uni fun- 
zione attaitraria di ti — ny , in modo che sia 
= xs =^/.Cwtf)*-JiJ'.t*4-ny->)-l-J*F.(a+-ajF-2)+-Be 1 , 
c sostituiremo questo valore nella preposta, svaniranno do- 
po questa sosiitili:o:ii; i cccfliL-iir.li sulle simili fu ni ion i , co- 
me prima svais-vann quelli ddle Minili potenze, poiché sono 
in un caso e nell'atrio i medesimi . Perciò anche questo nuo- 
vo valore dì = v ^ soddisfa alla proposta , pcrch* Il rende 
l'etìlica , e a morivo della fumione arbitraria F.(x+~ny) ne 
; l' in'rfrzle compierò. 




cioi per conoscere il valore di ^ converrà che sii daia 
tutta la ptìma linea orientale della Serie . Se invece di por- 
re t^^caV ivenimo supposto z^.^aiV^'iY.em- 
roo ottenuto V integrale sorto un' altra formi , e li fumione 
arbitrili» sarebbe nata eguale al valore di z x ^ quando 9=1, 
e questa forma converrà adoprare , quando è data la secon- 
da linea oriioniale della Serre , e cosi in seguito . Ma se son 
date le linee verticali , in tal caso invece di svolgere la quan- 
tità B y tornerà meglio di ridurre in serie il valore di a*; 
perchè la fumione «birraria dipenderà allora dal valore di 



\ 



% x y quando jt=o ; cioè dalla primi linea vellicale dell» 
Strie. 

Sia din a" e'tnipio la Sai* 



= 1 i tmtd cnmpoVa Hi jero , e cincin» degli i 
mini e egm i eli* «omnia de! pmedeme nel'a ned 
nea , e di i|jtl o che sovrana »i piecedeme ceiij 
psficre , e «i debbi trovate il temine generale di q 
ne. Avremo renmiiooe i ^=« J[ _, ^'^y— 



cendo ) ì--ì /J outnemo — , 

. ytjn-0 ' 



=o , se nella formuli trovala facciamo 

! ,,."-.„,.-T1-„.« 

i intero positivo si prenda pet j , e quir 



turale I . o ~0 , qualonque' immeio posiiivo si prtnrìa per 

j. Ma par ipoicii » h =i, quando j è aero o un nu. 
iiitn qu,iliii:r]'.i; ii]ie;o fmiiiv-u; (h"i'|iie avremo il moline 
generale richiesto 

- —Il ili f*- Q 

*.* 1 i.l... ( x -?y 



.O^iXv-»-*) * 

Se invece di prendere il valore di p prendiamo quelli) 



a =H-*v3 H — — fl H ^ -'fl Vec, 

e quindi 



Facendo x—o avremo = 0 ^=F.y, e perciò 



'«,o =, <i 1 o' HT « 

qualunque numero positivo si prenda p 
0 =i o G -ii dunque 

perciò a ^ =0 , e gene 



eguale si coerlicisnie di ; a , cioè sarà 



In questo esempio fu minatamente i Vibri dello fmiiionc 
ì 0iy corrispondeini ai jr iwgiliv» sono luili jho, e perciò- 
il valore di i x riesce finiio . Fja quando ciò non succe- 
de , il valore di ^ trovato col metodo preredente sari e- 
spresso da una Serie infiniti . Per rimediate a questo incon- 
veniente il Sigi de la Grange ha imjginato un'altra mciodo, 
i principj del quale andremo esponendo . Se nell'equaiione 

, 1/="? *-ttf y~ x-i ,y-> 

fscciamo x ed jr=I, avremo 

E cosi pure facendo *=i ed y—ì , a *=j ed y— i tro- 

, , ="J , , , t't a-, »f *i-,o. 
Tl,a s=fls o,' a + - iI i .i^o.i, 
e sostituendovi il valore ii z j ( ricavalo dall' equaiiont (]) 
ouerremo T a , e T, , espressi nella forma seguente 

(=) J s , — 0l T o 0 * f '* l T I o"*"" 2 ! o^'^o.l 

(3) T, -=""„ n -!-^T, □ "'""V 1 Wl *o,i 



Continuando l' operatone nella mtdesinia marnerà avremo 
e questa (brinili» ci dirà ]' integrale della proposta compiilo 

fll 1 " , pc n [ "j c[crnlinaic . ca!ll ; den ,i J f Jin t ce. , £<■'>, te. 

u> ;v-l^w^- a*v 

^V^V .... 

« liu t U avrà luogo l'equiibue 

«/3= j^+-ia.+-c ■ Se adunque udii cquaiione (A) pon- 

fdemi'ca, e dsf paragone de' divelti t et mini poi remo deiei mi- 
nare i coefficienti A, A l '\ ec. , B l '\ ec. , come mostrere- 

Ripìgliamo l' equuione ^ , y = V i , y 4 "l^ y— i ' ed 
avremo Bi 3=j9-f — j , ed «=!+— - . Se in luogo di a sosti- 
luiamo il suo Vllore, ]' eqiuiiou {A) moltiplicala pet. 



Paragonando i leimini avremo 



>"'>=. S„. .1 >-»«Lo, /"^'=,', ,J il „- 
ragone degii altri termini -ci darà gli lini valori - Ma qnuti 
più facrlincnfe'si Otterranno ne! modo seguenti : >i diffuretili 
1' «jiminne (A) per ra[>po:iQ ad i e'P, ed '"iisuatìj = K 

Ponghiamo in questa eqnaiione il valore precederne di" 
iV, quelli di o/3 e di r/|3 ricavati dall'^quailone 
e lolle le ftaiioni essa prenderà la foiaU -r;V. , 



;«4 

-xA -xJt'^-xA'V 

.... tHMf**- 1 

- ... -o^p-fis-* 

Hx-yV^l*-**-' 

—JP'l — zB^é- ,Jfff. -yJ^V"" 

„. B"^ ~ t B w $' —yJ^fif 

Siccome quesia opinione dei' essere identica , dai paragone 
ielle diverse poterne di = avremo 

KÀ l, '—(x—y-)A=A<-'> 
xA"l—<,x—y)A> i >—iAW~A t, > 



, quindi A^^-B M ,A^=^A 7 A^ 
ic E poichi abbiamo novale 



i.a...;. (j-o ' 
( y -Qf J: - J j...- ( ^0 



,,_ Gì— aKg-j) (x-y) 

.... (y-i) 1 

J — , . , c . 

1' ir.iegrale dell' equazione proposta airi 

, =, «, ,**-o« ;.. I ^' ) -;^ T 

V-y,o » i-y-i,o 3 *-?-a,o a . . . <i^y) *t 
, , *<*-0 T +.^Z'l ■ *.*-9*->) - 



Onde 



11 Sig. ite la Place per integrar 1* tquaiione 
z *, y =fl jf I «,j"-i +J * a «-ijr 4 ] c i, 
orto , b , e c x sono Tumioni date di x, si serva dei 
metodo seguente. Poìio *=j, ed 1=2 l'equazione propo- 
sta d dà 

M ^i,y~"i^i, y—f^fio ,y **i 

ti,,-Vi.5-fVi.j*v 

Da questa seconda equazione sì ricava 
■ quindi *'* 1 **' * 

070 o , a" son tali , che la quantità m'— à- W — o 

hi per fattori m— a f ed m— fl 2 . Similmente jacendo *=3 avremo 

, „ s ! ^ , 

} } }.?— 1 J « ij 3 



fi) * — A' z —i" z —b'\ z ziìi; 

ove sarà m'-b' ^ m'rifi } m-b j t&t-a^a-a^m-aj. 
Continuando nella medesima manieri giungeremo lilialmente 



•. l: "'- :rc .- v ™<, <= 'i'vli .!:-.jNi(.;ri una eqiiaiione a dìf- 

a t a ec " son ' e "diti dell' equazione 

* J '""'/' 1 " , " n i* J '~ E - ec -= 0 • i"'«e«le della proposti siti 
della forma (l8r) 

Se adesso sosti ili iremo questo vatore^di z^.^ nella propcwta, 
terminile le formoli! , 

e M in questi in luogo di z 
tuiamo i loto valori presi dalla proposta a 

e dal paragone di questa con l'equaii 



equazioni si potrebbero ricavile : 

ir* 11 



la quale » motiva di «^=5^ ci da tl (Ì79O 

Qaesta integraiiono surrone , die siano dati i valoii 
della funiione * quando *=o , cioi che sia dna la 

essendo k, i, ce. ed / quantici costanti ■ Tn lai caso dall' 

£ similmente operando cnmi sopra giungeremo hi fine ali e- 
quaiione 



Diailizcd by Google 



Siano date per esempio le due elulioni 

a „o,i,. i *r=r!T=I'',c»r;='o'", ,„ M 

e siccome le radici dell' equaiione I- — - ec.=o sono 
I, a, J, . • - - , l' integrale della proposta sari 

, , • c j^2*+K f ■ ■ • «4*v— ■ f ■ 

Sostituendo questo valore nella proposta troveremo 
e quindi paragonando i termini 

jC x — Gtf-ijc^ -t-jc^ 
Integrando quest'equationi avremo C ssa C , 



no superiore si deve prendere quando x i dispari , e 
riore quando x i pari . Pertanto siti 

"'"••'*(_ . • ■ .„.&-.).. ..cJW J 

uamiiì C q , C i , ec. dipendono dai valori di b 
ponghiimo y=t> , 



a = C -f-sC^ — C 

, l'I <» u) 

» = — C — iC -t-jC — -c 
'j.o s-3 □ J i 3 

1 metodi precedenti si applicano all'equazioni degli ordini su. 
periori, come potrà vedersi nelle Opere diate . In quel poco, 
che abbiamo detto , abbiamo avuto per oggetto di agevolare 
la-lettura di quell'Opere eccellenti. 



pel Calcalo Mie Fnria-(io«i . 



X\ libiamo insegnato, nel Calcolo DiiTeicniialc il metodo pei" 
dc:cii:i;n.-.:c i pumi ili una itala curva, ne' liliali una lanzio- 
ne delle sue coordinare diventa nv,.,in:j o minima. Ma qiuni 
do si cerca tra tutte le cune quella, nella quale ima dati 
formula è massimi o minima, i principi ordinar] sono insuffi- 
cienti pei risolvere questo nuovo piobleuia. I Geometri del 
fenolo pa=si!0 Innr.n dJtc alcune ivjalc per liiicire in questa 



Data una cui va qur. Imi tuie t.UX (Fig. j Q .) . riferita alta 
coordinate AP=x e PM=y, » aeslando li,» il valore dell! 
asci'sa aggiungeremo a ciucimi cnliiir.rj j J jJ/ una por- 

zione infinitamente piccola Mm, ne nascerà ima nuova curva c-me 
■miniti mente poco differente dalla data CME, e le rei» Mia 
si chiameranno vajin^ii\ui tkilc ordinale PM , e la ponione 
curvilinea Cernei-, si dirà rrirfnijriwie dell' area BCMY.D e per 
disiinpicrc rucMc vaiiaiicui dai diilerciiiia!: ordiimrj , gli de- 
noteremo col seguo 1 , in ut do che Sy sari la variamone di 
y. La nuova curva cw è quella. In cui si cangia la ptopo- 
sia, allotchi in finii a meri le poco sì varia la rclaiione tra le 
coordinate X ed . Se supporremo, che tulli i il/, cioè tilt- 



te le variaiioni delle ordinale abbiano uà loro un cerio rapi 
poria, li curva cine sarà de tei minata ; onde per rappresoti. 
iì generalmente rune le curve, nelle quali può variarsi lj 
proptu , dovrerao riguardare timi i come ira loto ìndi- 
psnJsii;i . AU'iim-i suppofto clic varj la soli y, e che ia x 
ii mantenga cosiamo ; mi alante volte e necessario di dare 
una variai ione anihe alla x. Se per esempio [ Fig- li.) tall- 
io la cntva data, chela variala dovranno esser situate Ira due 
curve Ce, Ec ; in lai caso 1" ascissa AB corrisponderne al 
primo piato C dovrà avere la variaiioae Bb, e f a:ci;=a Al) 
cfi:ii.p indente all'ultimo putito D dovrà avere la variaiione 
D'i. Quindi per esprimer generalmente la variaiione di una 
curva , noi porremo che tanto la x che la y varino tespeiii- 
yamente ^di Ji* e Jy , ed in quei pumi , ne' quali o 1' ascissa 

is i! dtiTlreuiialo si F-'- s; a da un punto ad un'alno inuma- 
rne ti te [rossimo della medesima curva, e mediatile la varia- 
iione si passa da un punto di una curva ad un punto infi- 
nitamente prossimo di un' alita qualunque cutva . Nella me- 
desima maniera, data una superficie curva Ira le coordinale jr, 
y, % , avremo la superficie variala, se ia luogo dì x t y, s 
potremo lespeliivaiuenic *4— Sr , y-t— Sy , ■ Genial- 

mente pct aver la variaiione di qualunque fimiioue delle va- 
riabili v, ji, ec. bisognerà porvi n— Si in luogo di x , 
yi—Sy in luogo di y, in )uogo di \, ec, e souiar- 

re da questa quantità li tuonane proposta. Questa è la me- 
desima regola, che si usa per trovate i difTeteniiali : quindi 
il differenti al e di una funiione si tangeià ncll* sua varìaiior 
ne, se in luogo dì d vi si porrà i. 

>S 9 . 

Sìa du~u'-u , e sarà ìdu—lu-lii; ma per prendere il 
differeniiile di Su bisogna porvi u in luogo di u , e dalla 
Tomo 11. Zi 



4-fC , l f/.l)./--JyiJ-)H-4C. 

+fNi{dxi\—d$x) f-/Fi(.dxSpi-dpU.v)-i-ec. 
Fijud.iaiiio rfi .:v— il:/!x=*dx , e prendendo di costante a- 
rfv — rf(lì v= i/: y — /■:("; .t — ; -v — "rf(3j — J> J x)=A 
dxìq~dqìx=dìp — qdSx—dq5x=d(Sp — 1)5 *■)= ~ 

e similmente ftcelido dxìz~di{lx=2@dx troveremo 

dxlpi— rf/iiJjr=d/3 , diJji— ifjlS*=i~,ec,, sotiiiuiiì i quali 

Tiloii saia 



""'-À"-t^:P:->'- 




le . Se' dunque ponghiamoche sia a>' il valore di pai prin- 
cipio dell'integrale, avremo cosi: =— (p', e quindi 
lfFdx=fV+- 9— e'. Adesso se chiameremo (> il valore di 
<p corrisponderne al line dell' integrale , avremo ( _ ( 

SfFdx=fV-t~p"— p - In icgui'o supporrà che siano 
ec. i valori di *, », I, ec. corrispondenti al principio dell 
inregrale, e y , f, te. quelli, che corrispondono alla fi- 
ne del medesima , e generalmente segnerà con uri apice I* 
quantità relative al principio , e con due quelle , che appar- 
tengono alla fine. .... , 

Se 11 lìiniione V contenesse le quintili*, J.!.»i 
x ", y ", ec. appartenenti al principio e alla fine dell ime- 



■ d p'— ■ *_ ' 



i i-t— ,/f i , '-t- Ci j -i- e c. -i— OS £i /'-(- B ì'-i-ec. 
-^^lip'-i-^iipl'-i-ec. t-j)ri^"i-£ji / jr+-ec. 
Quindi li quintili fdxlV (onicr.ì i tninini JiMii!',' 2.7 1- 

t-ijVcji-.-ci.-i- ■.*'-/ij.;.i't- ii ■■jr,ix->-i 2"fF.h *-ti. 
^ l >y.-hdx-t-: r .iflh.ìx+~ C £.—cffDijx~ - ir i"(E\d.t, te, i 

(f), ec., (A), f,SO, te, (Oi), (£t), ec i valori de«r te- 
legrafi precidenti /iiiv, ce. presi da 2—;', ec. 
fino ad ,v=*", v—g", ec. , l' interi varimiune ili 
ifFdx sari espressa dilla formuli 

«W-l''. g^.vur)!»'-^- §£t«.y*Wl t '*«. 
-<Jl*-*oJ.' -»>.) 



Sia proposto di cercare, orlai' esser debba la relaeiorre 
ira ar , y , ir, ec. , perchè la onanrira /FdVsia massima o mi- 




□ igihacd byGOOglt 



no noMr-i ^ i »- o 

pio dell' integrai* , I' equazione (i) quelli; che appatieng onò 
si valor [Trossimo, in cui x , y , s, ec. sono resp^rrivaiv.iM- 
10 eguali ad x'i—di, ji'-t-i//', J;' , ce. , la rena com- 




Ma se è dna tra le quantità * , j , z , ec. ani «lino- 
ne tale, che sii Jdx4—£ttH-Cds -t— ec.=o , mulinilo la 
caratteristica d in S avremo Alx*-Biy\—Cl&*-tc.=o, e 



quindi fct=— — Jj— -- ìa— ec. L' equazione Tia-t-Tj^t-ec 
=f i(Jy— ; f!i)i-fa[ìì— piSx)-h-ec.=a sosriluitovi'il valo- 
re ili J.v diventai 

gitemi {.AjMYM-JplVaesO. (J-t-CpOVn-CpVi^a, ec. 
In generale bisogna ridurre le variazioni 5*, ìy , i;, ec al 
'minor numero Fruibile , e pone poi eguale a zero ii coeffi- 
ciente di quelle, che rimangono. 

Lo stesso deve dirsi rapporro all' cn unioni determinare 
(a). V), Ce), «.. p;r ™«"> Jetle q«'|i « ^i'. 1 ' 3 ™ 
che la curva, nella quale ll'-ix ; in: :iii'.,im^o un minime', 

JV, e J/ appirrenemi al primo puniti della curva, che de- 
vono avere una reljùotc c-;:;ìsi di'.l' ctjmiioac (a), e delle 



(9>: 

Per applicare questa Teoria a qualch' esempio , suppon? 
ghiarao che si vaglia trovare la curva Brachi sfittano , cioè 
la curva della pii brevi din-esa, nel rnuto . Chiamiamo x la 
coordinila verticale, ed y t j li tuoi ; : . L ci □ [ o onzuiiuli di 
i:uc; ra f.irv.i , e p>=ta — A l'aliena, alla quale è doluta la 
celciiti itiiiinle, i rriiidpj della Metanica ti daranno la ve- 
locità in qualunque altro pnr.to — v'j^'J.fi /■■■'!■ ed il tem- 
po impiegato a percorrere l'archetto 
VWr'-^rfvN-dì 'J —di v'O ■+-/>'-!— P'') sari 
= ^\Op-_PJ^}J e |a q U , miti che deve dlverira « un 

^WtsVt— A — le) 
minimo sari Avremo adunque 

sa dalle due equationi 
1= quali togrw d d«n 0 vu^fe^V^)^ ' 8 



-=i. Sari dunque 




e by=an-c . cioè U ?f'jei:ore delia eurVa cetcaii re] pi*, 
a-j lidie ji: •)•) i-i J ::r.(i ««a . e peteiò It cuiyi stri 



piano ve.iitale . Bifeiiacio adunque la cuiva al- 



le cv3:diiute i ed > p:t-e :n .^ejro piano, la f- ~i -.e::;- 
Cile, e !a «conia orittoul*, ed OWn f^i i^) covi» 
dlveiiiait un minino. E «e Hifpor> R hian)o che h slamatila- 
lione delle coordinale x' , y' del primo pumo, jn modp che 
ti abbia dh=hidiÌ-*-hidy ', avremo 

J V= Mìx-t-p!p4-4{h i-i)ìx +-4hÉÌt\ pvc 

Ciù [0510 nel caso «tei minimo davri essere ' ' 



L'equaiione della Brachisiocrotia saia dP— a, onie iniegrail- 



F= j = i ["e di «uovo integrati, ci nati i t " ; 

J=-^AlC.:C0J. 2^SE~t^^(*^VJ(o^*^*W)^* ì; 

la quar equaiione appartiene ali» Cicloide ilescriwa- fopw una 
base nriiontalc da un cerchio, che hi il dìanienc .==0,-- 

L'equaiioni relaiive al primo. c all' ultimo pumoi osila 
Bra:h:stocron; ™ a •-, " '-. 





La quintili {A) è — all' integrale /.ioli- preso in tutti 1' esten- 
sione delia curva ; per trovarne il valore si osservi, che 

dV=!tIdx^-Pdp=Adx-h-~dp; onde sarà 

Se adesso supportiamo, che la Brachistocrona debba pas- 
sare pei i due punti fissi B e C (Fig. li.) corrispondenti al 
princìpio e alla line della curva , il tal caso le coordinate 

y, a:", j" non avranno variamone , cioè sarà Sx*=ro , 
ty'=o , Sjc'— o, J/'=o,-e l'equaiìoni [a) ed (al) saranno 
soddisfalle; ma converrà determinare le due costanti de} 
dell' equaiione della Cicloide , perchè essa passi per i punti 
B e C . , 

Ma se la Brachistocrona dovrà esser sìruara ira le due 
curve dare Bb e Ce (Fig. i).), la prima delle quali abbia 

Y'=n"Jir", lostituhi i quali valori I' eqiraiioni (a) ed (ai) 

le quali equazioni determineranno la posìuone della Brachisto- 
crona rapporto, alle curve, dare Bb e Ce. 

Se per esempio la vclociri iniiiale dovrà esser costante 
in qualunque punto della curva Bb cominci la Brachistocrona, 
allora sari Jfi=o , e quindi 61=0, hi—o , e 1' equazione 
(a) diventerà P"-^-r— ^=0 , la quale combinata con l'e- 
quazione (01) ci da m'=n", cioè la tangente BT condotta 
alla curva Bb ne! principio della Brachisiocroua dev' esser" 
parallela alla ungente Ci condona alla curva Ce nella fine 
della medesima. L'equatione (ai) soiiituito il valore di- 



Se wppoDghiinjo che 1' alitili * dovuta allj <x'.vr.ì i- 

ci darà V — *: — i — ~=o, cioè — A-m'~o, e 1' eauaiione 
(ni'- ii.:,a;rà ia medesima di prima. Quindi la Brachisiocrona 
dovrà in questo caso incontrare ad angolo reno le due curve 
£6 e Ce. 

tj). 

Passiamo a cercare la variaiions della 'formula /Fi/* , 
in cui, olire le quamità x, y , pi q-, ec. ,■ Y contenga un' 
altra formula integrale [Fidx, ove sìa Fi funi ione di x, t/, 
p , q, &C. Sia SF— UfFidx-+lK, ove'- 
iA'=...lAj-f.Vi)..i/'i;n-pj ì -V5C. ' -V- 1 

c ] Vi = !U:ix-*Ntty^PiSp-±Q\&q-<.tc.,- e sarai' ^ i-l:' 1 •' 
IfVdx^riK^Hdxir—dfix) e siccome J^XFirfn-dA' , 
la quantità /(oViC— dCi*). diventerà, i- . .'...'j,-'- V 
SlLdif,dxìFi—dVil x yi-!{dx\K-dKl x ) . Ora in Irrogo di 
{[Ldij{dxiFl—dFiìx)~] possiamo prendere v: Vi i 
fLd r /(dxlFi~dFtSx)-/l£d*<jbiFi-~dyiÌx)] e se chia- 
miamo (L) l'integrile fldx preso in lena. I 1 -estensione' 
della formula fFdx, e ringhiamo (D— fl.dx^m, ■ a niótivó 
di (L) costante quel à\w. Kmhi si rid. i-ranno aii 
/ffl<iJiiFi— dViit): -ari pertanto SfFdx—FSx 
+-MdxlFi~dFiSz-)-±f{titSK—dKSx). Ma ponendo 
n=ty— pia abbiamo di sopra trovato {{dxSK—diiìx) cosi 



troveremo essErc fm'Jx': fi— dVisx) de'la formi 

■"* — s-Hf— ->* 

Dunque se facciamo N-k-mN isaN' , P-mPl=ìP' , CC.,a- 



h-iw (p'-'^-^c.^c^'-wo^c. 

Ss anche [a formuli /Fid* tmuenesse un'alira foimula 
integrale fFidx, ove fosse 
ìfa=i^fiSjc-+jViJ t -i-P i ìp-i-Pi5j-vec. I ponendo 
JPi^Zli/PioWA."! avremo (W Fi— drtSx=Lldxìj7ldx 
—ZidiFzSx-i-dxSKi—dKiSzi ma 
lfPidx=ViSx-+{{dxSVa.—dVtSx) ; dunque 
rfriTr— dru^Zidi/iirìri— rffaSi-)-H/A-SA'i— dA'Uir. 
Sostituendo questo valore Della formula 
S/rdx=FSx-+fm(dxSFi— iViSxy+KdxSK— dKSx) otterremo 
SfTdx=FÌ^flmLidxKdxi Vi—dVilx)] 
+{midsSKi— dKi5x)-*-J{dxSK — dAÌ^-J , ove ponendo che l' in. 
legnile fmLidx preso in [urta I' esiensìone sìa =(mZi), e 
facendo i.mLi\~fniLidx=m potremo porre il termine 
flmLidxftJxSFs-dFiSxj] sotto la forra»/» i(<f*I Fa -tiFal*). 
Quindi : ponendo N^Ni-t-mi!fi=.N" i ■ - " 
P-l-m/ , i^-CTIPi=i' , ', ec q animo 



*n*~m*rj{ir •- '£', 1 _ y, 
194. 

Un problemi generile , che comprende tutti ì preceden- 
ti , i questo: trovare la variazione di una quantità qualunque 
u, allorché u e data da una equazione diHéreniìale (punirai-, 
y, p, Jj ec. w, j-=u> , ~fa = " 2 ' P° nen, io 
Ì5=^S«-HjjL,]4-Q J i+-ec.-i-,I/!i4-JVì)r-t-i'Jf-i-CJy-}-ec., ed 

dxSj=idx-i-dySx , dxSp=d*-t~dpSx , dxSq=-^-t-d<j5x, ce, 
e similmente dxSv=rdx-i-dv$x , (fal«l=di+-rf»ltsf, 

dr J<p=o =Andx +-Bd*4- C^+-SC4- JVadi; 1-i>ij a 4-ec. 

-K^d^Srfut^c.^-AMi^Ayv-i-ec.JS*. 
e poiché jidu-t-ffdiaH-ec.-f— Mix-i— K.—é^=a , conseguire- 
mo l'equazione 

J <TnVH£dT^C^-t-ec- ( -jV n dj- + -.P l f a -^('> ~4-ec .= 0 . 
<(* * dx 

Questa moltiplicata per y ed integrata ci darà 

MA*dx+Bdx+Ó~+-ec.-)-Ifzdxl-Pd*-i-K.)==c 0 sv., 
li quale mediante l' integrazione per parti si potrà, ridurre al- 

/C^l7r^jVi I .)it I 4-JiT-i-Ci^+-i)i04-ee. 



Nt=?"¥- ——-4- — S- 



dx • 



Quindi segnando con un'apice le quantitl relativa al prin- 
cipio , e con due quelle che appartengono alla fine di 9 , 

z=~/iVi cl dr4-ffi'0(u'-"i'Sx')+-Ci'^,-i-ec.-t-Pra'-i-K. 

L'integrile dell' equaiione ^(=0 conierrl lame costami ar- 
bitrarie, quante sono lo quantici A , B, C, ec. meno una, 
le quali costanti potremo determinare in modo, che svanisca- 
no le quantità Ci", D i"ec, e fatto ciò avremo 

/rr , Ì«"s=-/JVi«*f-*-"i"W-i , i , V'— gi"^L_«, 

*-^(V-ui'£0+^i'-j7+-«6 t-PiaVec 

Ne! caso del massimo 0 del minimo sarà eV'=o, e quindi 
avremo primieramente JVt=o, la qua!" equaiione cì^ itarà ]a, 

vaio dall' equaiione Ai=.o ; poi avremo alir' equaiioni ap- 
partenenti al principio e alla fine della curva . Questo meto- 
do suppone l' integraiione dell' equaiione Ji=o , die per lo 
più non si saprà eseguite, ma si può anche far di meno 
di questa integraiions , poiché basta che si elimini 4 dalle 



due equazioni Ai— o, ed ffi=o , e f equazione, che risulti 
dalla dira inailo ne, sua quelli della curva cercata . Neil' inte- 
grale però quest'ultima equazione bisogni ricordarsi di pten- 
dcr le costami in modo, che ne risulti Ci"~ o , D t"=o, ec 
Si debba per esempio trovar la variamone di {Vdx, ove 
V e dm dall' evalione dV-^Kix=a , essendo K fumione 
vi i, y, p, q, ee. ed V. Facciamo fFdx=* , a tua V=ul, 
dP==ulÌX, e quindi p=a:*-K, e poiché <p non contiene 
li , sari J=o, Sn=^^, C=i, Z>=o, ec; ondo per de- 



integrata ci di •V=t>- aa: '( a ^bft'' !ax dx). Se supponghiamo, 
che H sia il valore dì {c' fBdx dx preso in luna r «tensione, 
avremo Y'=J Sdx (a-i-àìF). Ora abbiamo Cl=t , Di=o, 
ec, e perche Ci" sia =o dovremo fare Y'—O , cioè 
m-i//=o , ed a^—bff. Periamo posta i= — i sarà 
*= t f B<l '(ff-fi-f B ''*dx), e r equazione del massimo o 



del minimo A"*- 



r/.Pf a" _ 



Fin qui abbiamo cercalo fra tutte !e curve que'.'i , r.e 
la quale una dna fjrrr.uia ;niegnle fVdx d;vtr.ra massimi 
ir.iniroa . Alture volte «i cerca qutsia curv» non tra tutte ì 
cjrif, t.j r-j c-ielle .irò , nelle quali uni o pil formi 
le ioHaiall /Cu/», jV.J* | ec- si piinienjjo.o cosianii . <Ju< 
fio secondo problema s. riduce faalmenie al primo , ittfit 
■e prendendo una costante qualunque a cercheremo la curva 
nelh quale la quantità ]vdx*-afYidx e massima o minima 
* chiaro che la medesima curva sari quella , in cui [Vdx 
massima o minima, tra tutte le altre curve , nelle quali 
JV idx t costante. 




delle x deicrive 
JUx^/Ci-t-p'J la lormtila. che 
/jnW(n-/'*) quella, che dei 
Facciamo tfd*dl+*W(>+?')= 

cir» r equazione Ndx.dJPso 1 tìiA'iX'/0*1>')-A^^^^ 

— ÉL f a +.y)J. 

pV(l4-p') JJ VtH-J»') ' VI 

abbiamo (i-a'Xv— (ai-y)rfn=o , ed integrando 
(n-t-j[)v , 0-B , ) = *i cioè a+-j=*v'(i+-p'), onde si ricava 

Come nel metodo ordinario de' massimi e de' minimi , 
cosi nel Calcolo delle Variazioni è necessario di aver qualche 
regola per distinguere quando ha luogo il massimo , quando 
il minimo. Ma siccome questa ricerca ci porterebbe troppo 
in lungo, noi rimetteremo i nostri Leggitori ad una Memoria 
de! Sig. te Gendre sù questo soggetto nella Sloriu dell Acca- 
demia delle Sciente dì Parigi dell'anno 1786. 



Fine del Tomo Secando. 
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